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BEVEZETES

Az anyag mikroszképikus leirdsa a kvantumelmélet segitségével lehetséges. Ha
az anyagot alkoté részecskék kozotti kolecsonhatdst fundamentélis szinten kivanjuk
kezelni, akkor az anyag leirasara a kvantumtérelméletet kell hasznalnunk. Vizsgéla-
tainkat csak a kvantumelektrodinamikara és a kvantumszindinamikara fogjuk kor-
latozni. Ekkor konnyli fermionok kozott zérus nyugalmi tomegli mértékbozonok
kozvetitik a kolcsonhatast. Mindaddig, amig olyan rendszereket vizsgalunk, ame-
lyekben a fermionok szama allandd, nem sziikséges a kvantumtérelmélet modszereihez
folyamodnunk. Ha azonban a vizsgalt anyagban (kézegben) a fermionok szdma nem
allando, akkor csak ez az 1t jarhato. A fermionok szdama viszont egy kozegben akkor
szokott altalaban valtozni, ha a magas hémérséklet miatt részecske-antirészecske
parok keletkezhetnek a vdkuumbél, vagy ha a nagy nyomds miatt a fermionok
iitkozéseik sordn nagy energidju fékezési sugarzast tudnak kibocsdtani, amely aztan
részecske-antirészecske part tud kelteni. Ezért a folditdl dltaldban erdsen eltéré ma-
gas homérsékleten és nyoméason az anyagot a kvantumtérelmélet moédszereivel kell
leirni.

Barmely kozeg makroszképikus viselkedésének mikroszképikus modell alapjan
torténo megértésére a statisztikus fizika szolgdltat mddszert. A jelen jegyzetben
azt vazoljuk fel, hogyan haszndlhaté a statisztikus fizika, ha a rendszert kvan-
tumtérelméleti mikroszkopikus modellel irjuk le. Eppen ezért a jegyzetet csak annak
ajanljuk olvasasra, aki a statisztikus fizika és a kvantumtérelmélet alapjait mar meg-
tanulta.

A vizsgdlt kozegek, amelyekrol sz6 lesz, az elektron-pozitron plazma és a
kvarkgluon-plazma. Normal f61di koriilmények kozott egyik sem létezik. A kvarkgluon-
plazma az anyagnak olyan fazisa, amelynek létezését a kvantumszindinamika jésolja.
Megfigyelése talan foldi koriilmények kozott is lehetséges lesz nagy energias nukleon-
ill. nehézion-iitkdzésekben. Mivel nem tudhatjuk, mennyire fogja a tapasztalat a
kvarkgluon-plazma 1étét igazolni, ezért a jegyzetben altalanos elvi keretet kivanunk
adni arra, hogyan lehet a kvantumtérelmélet és a statisztikus fizika segitségével
kozegek extrém magas hémérsékleten és nyomason valé viselkedését vizsgalni.

Egy kozeg makroszkopikus viselkedésének megértése azzal kezdddik, hogy jelle-
mezni tudjuk termodinamikai egyensilyi 4llapotait. Hotartadlyban és részecsketar-
talyban elhelyezett rendszer statisztikus fizikai jellemzésére a Z makrokanonikus
allapotosszeg alkalmas. A rendszer termodinamikai egyensilyi allapotaira vonatkozo
valamennyi informécié kiolvashaté az 2 = —TInZ termodinamikai potencialbédl
a termodinamika ismert Osszefiiggései szerint. fgy pl. a P nyomdés is mint a
T homérséklet és a V' térfogat fiiggvénye, vis. az allapotegyenlet. Elsodleges
célunk ezért az lesz, hogy meghatdarozzuk a kvantumelektrodinamikai és a kvan-
tumszindinamikai modellel leirt makroszképikus rendszerek makrokanonikus alla-



potosszegét.

A statisztikus fizika arra is lehetOséget nytjt, hogy vizsgaljuk a fenti rend-
szereket gyenge kiils6 perturbacié hatasa alatt. A rendszerben ilyen hatasra beko-
vetkezo valtozasokrol az egyensilyi rendszer korrelaciés fiiggvényei adnak szamot,
mint az a statisztikus fizika elemeibdl ismeretes. A korrelacidkat a térelméletben a
valés idejli Green-fiiggvények irjak le. Ezek pélusai mondjak meg, hogy gyenge kiilsé
zavarra a rendszer hogyan valaszol. A Green-fiiggvények pélusainak helyét viszont
az hatdrozza meg, hogy milyen a kozeg polarizacidéja. A jegyzet utolsé részében
ezért a kozegek polarizdcidjaval foglalkozunk.

A jegyzetben nem torekedtiink teljességre. Lényegében végig a képzetes idovel
dolgoz6 Matsubara-féle targyalasmédot és a perturbativ leirdsi modot hasznaljuk.
®



I. KOLCSONHATAS MENTES RENDSZEREK



1 Az utintegral és az allapotosszeg

El6szor atismételjiikk a térelmélet tutintegrdlok segitségével torténd kvantalasanak
fontosabb 1épéseit. Ezt kovetden definidljuk a (makro)kanonikus allapotdsszeget az
utintegral felhaszndlasaval.

Tegyiik fel, hogy a teret Schrodinger-képben a <i>(a_c', 0) téroperatorok és a
hozzdjuk kanonikusan konjugdlt #(Z,0) impulzusok irjdk le a ¢ = 0 pillanatban.
Vezessiik be a téroperatorok sajatallapotait:

d(Z,0)|® > = (@)D >. (1.1)

A sajatvektorok az aldbbi ortonormaltsagi és teljességi relaciét elégitik ki;
< D[Py > = 6[P(T) — Pu(2)], (
[ae@lo>< gl = 1. (

Az integralas kiterjed az Osszes lehetséges ®(Z) térkonfiguriciéra, @,(Z) és Py(Z)
ezek koziil jelol két tetszolegeset. Hasonloképpen bevezetjiik a kanonikus impulzus
sajatvektorait:

)

1.2
1.3)

7(Z,0)|mr > = w(Zd)|7 >, (1.4)
amelyekre az ortonormaltsagi és a teljességi relacio az alabbi alak:

< Talmpy > = O[ma(Z) — mp(D)], (1.5)

d -
@) scn = 1. (1.6)
2w

A kvantummechanikai < z|p >= exp(ipx) Gsszefiiggéssel analég médon a koordinéta-
és az impulzusreprezentacié kozotti attérést a

< ®lr > = exp {i/d?’x W(f)@(f)} (1.7)
"matrix” biztositja.
A rendszer dinamikajat a
H = / &z H(x, ) (1.8)

Hamilton-operator szabja meg. A ¢t = 0 pillanatban megvaldsulé |®, > dllapotbdl az
exp(—iHty) id6fejlesztd operdtor a t = t; pillanatra az exp(—iHt;)|®, > allapotot
fejleszti ki. A fizikus ezt az allapotot ugy vizsgalja, hogy megkérdi, milyen valészi-
niiséggel vannak benne jelen az egyes |®, > bézisallapotok. A vélaszt az dtmeneti
amplitudo adja meg:

Aba(tf) = < (Db‘ exp(—thf)\CI)a > . (19)
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Az atmeneti amplitidé a Feynman-féle utintegral segitségével is felirhato.
Jarjunk el a kovetkezéképpen. Osszuk fel a [0, ¢] intervallumot At = t;/N hosszusdgu
N darab intervallumra. Bontsuk fel az idofejleszté operatort az egyes At inter-
vallumokhoz tartozé idofejleszté operatorok szorzatara. Az egyes tényezok kozé
irjunk be egy koordinata- és egy impulzus-reprezentaciohoz tartozoé egységfelbontast.
Ekkor az atmeneti amplitudo az alabbi alakot olti:

N dnd®;
Aba(tf) = limN_,oo/ (H 7T27T ) < (bb|7TN >< 7TN|exp(—iHAt)|<I>N > -

< CDN|7TN_1 >< 7TN_1| exp(—iHAt)|<I>N_1 > .-
< @2‘71'1 >< 7Tl| exp(—lHAt)@l >< @1'@,1 > . (]_]_0)

Alakitsuk most at az infinitezimalis atmeneti amplitidot, felhasznalva, hogy
At — 0:

< ;| exp(—iHAL)|®; > < m;|1 —iHAt®; >

< Wj‘(I)j > (1 — lH]At)
— (1—iH;Af)exp {—i [ (@) cpj(f)}

exp(—iH;At) exp {—i/d% 7, (Z) <I>j(a_c')} ,
(1.11)

Q

Q

ahol
H, = / dPaH(m;(T), B,(T)). (1.12)

A rendszer allapotosszegének definiciéjahoz annak az amplitiudéjara lesz sziikségiink,
hogy a rendszer marad eredeti |®, > dllapotdban:

Aaa(t;) = < ®,|exp(—iHAL)|®, >

, N dmd®; .
= th_,oo/(l:[ o )5[@1(36) )] exp {1

>

j=1

exp{—zZ/dg’mr] )}exp{—lA éHJ}
S — <11_‘V[1 d”;f’") 5[01(Z) — (7)) -

exp {—lAtzzjj/d:;CC[H(?Tj, (bj) - Wj(@j-kl - (I)])/At]} y

N

/d?’mrj J+1('f)}

(1.13)



ahol ®y, 1 = ®,. A fenti kifejezést formélisan a kovetkezOképpen fogjuk jeldlni:

Aaally) = / [dﬂ/ B(7,0)=0q (& [dq)]
exp{/ /d3 (7, 1)0,5(Z, )—H(w(i’,t),@(a‘c’,t)))}. (1.14)

Ne felejtsiik azonban el, hogy ez csak az egyszeriibb irdsmod kedvéért bevezetett
jelolés. Igazi jelentését a végtelen sok integrdl szorzatdnak hatarértéke adja. Vegyik
észre, hogy az tutintegral egyaltalan nem tartalmaz operatorokat. Benne integralas
torténik az Gsszes lehetséges (P(Z, t), m(Z, t)) térkonfiguriciéra, azzal a megszoritassal,
hogy a ®(Z,t) térmennyiség a t = 0 és a ¢t = t; pillanatban ugyanazt a ®,(Z) kon-
figurdciét jelenti. Mivel az integrdlds fels6 hatdra egy véges tf, ezért a Lorentz-
invariancia megsériil. Ez azonban természetes, mert a statisztikus fizikai leiras,
amelyre toreksziink, abban a vonatkoztatasi rendszerben lesz érvényes, amelyben a
vizsgalt fizikai rendszer nyugalomban van.

Keressiink most kapcsolatot a (makro)kanonikus dllapotdsszeg és az A,, dtmeneti
amplitud6 kozott. Egyelore a bozonterekkel foglalkozunk, a fermionterek esetét
késébbre halasztjuk. Tegyiik fel, hogy

/d?’xN(fr, P) (1.15)

megmaradé toltés operdatora. Az egyszeriliség kedvéért csak olyan esettel foglalkozunk,
amikor egyetlen megmaradoé toltés van. Az altalanositds tobb megmaradé toltés
esetére trividlis. Legyen p az N toltéshez tartozé kémiai potencidl. Véges szabadsagi
foku rendszerekre vonatkozé kvantummechanikai ismereteink extrapolacidja alapjan
a végtelen szabadsagi foku terek makrokanonikus &llapotosszege:

Z =Trexp{—03(H — uN)} = deb < ®,|exp{—0(H — uN)}|®, > . (1.16)

Most szeretnénk ezt a kifejezést az A,, atmeneti amplitidéval kapcsolatba hozni.
Folytassuk ezért az A,, amplitidot analitikusan a komplex idosikon a képzetes
tengelyre, t — 7 = it. Az integrdlds hatdraiban végezziik a (0,t;) — (0, 3)
helyettesitést. Itt § = 1/T az inverz homérséklet. (A jegyzetben a h =1, ¢ =1 és
kg = 1 egységrendszert hasznéljuk.) Helyettesitsiik tovabba a Hamilton-stiriiséget
H — H — puN médon. Az eredeti ®(Z,t7) = ®(Z,0) = D,(F) megszoritdssal analég
modon tovdbbra is csak olyan térkonfiguracidkra integraljunk, amelyek periodikusak,
azaz amelyekre

(B)  ®(Z,5) = ®(Z,0) = o (). (1.17)

( A (B) jel arra utal, hogy ez a megszoritds fermionterek esetén médosulni fog.) A
fentiek eredményeképpen

N dm;d®;

Aow = Ao =ty [ (TT750% ) of01(2) - 0.0



exp {AT i / dPx[—H; + pNj + imj (P11 — CIDj)/AT]} (1.18)

adédik (A7 = /N). A makrokanonikus allapotdsszeget ezek utdn az Gsszes peri-
odikus ®,(Z) térkonfigurdcidra torténd integralds révén kapjuk:

7 = /Zd(l)a Au
= /[dw] /per.[dq)] exp {/Oﬁ dT/d3.’L‘ (im0, P — 7'(+,LLN)}. (1.19)

Ezzel megmutattuk, hogy a kvantummechanikai dtmeneti amplitidé analitikus foly-
tatasa és az allapotosszeg kozott szoros kapcsolat van. A fenti Osszefiiggések véges
szabadsagi foki kvantummechanikai rendszerek esetén egzaktul igazak. Az dltalano-
sitdsuk végtelen szabadsédgi foku terekre, ahogy ezt fentebb megtettiik, nem egzakt
bizonyitéds, hanem csak a megfelel§ Gsszefiiggések kézenfekvivé tétele volt. A (?7?)
kifejezést a tovabbiakban a makrokanonikus allapotosszeg definicigjaként fogadjuk
el. &

2 A semleges skalartér

Ebben a fejezetben meghatarozzuk a semleges skalartér kanonikus allapotosszegét.
Mivel nincsen megmaradé toltés, nem sziikséges kémiai potencidlt bevezetniink. A
semleges ®(x) skalartér Lagrange-siiriisége

L = %a@aﬂ@ — %chIﬂ —U(D), (2.1)

ahol U(®) az onkdlcsonhatds. A ®(x) térmennyiséghez kanonikusan konjugélt im-
pulzus

T = 8(?95@) = 0;®. (2.2)
A Hamilton-stiriiség:
H = w0, L
= L (V) o+ U(®) (2.3)

A (??) definiciét alkalmazva, a kanonikus allapotosszeg:

. N e dm;
Z = lm (H /—oo 2m /per. dq)i) ‘

i=1
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N
exp {Z/dsﬂf [iﬂ'j(q)j+1 — (DJ)
j:
1 1 5.9
_Ar (2 ’ (vq> P+ Gmie; +L1(c1>j)>]}. (2.4)
Itt a j index mindeniitt ugyanarra a 7; = ijAT = ij3/N képzetes id6re vonatkozik.
A tényleges szdmolasokhoz az allapotdsszegben szerepld integralt még pon-
tositjuk. Ahhoz, hogy Z dimenziétlan legyen, mint azt a statisztikus fizikdban
megszoktuk, més integrdlasi mértéket kell hasznalni. Osszuk el8szor a V = L3
integraldsi térfogatot M?® egyenld részre, a = L/M és a — 0, M — oo. Fel-
haszndlva, hogy a hatds dimenzidja 1, konnyen meggy6zédhetiink réla, hogy a
térmennyiség dimenziéja [®] = [aA7]~/? és a kanonikusan konjugalt impulzus di-
menzidja [r] = [a*AT]71/2. Vezessiik be a

Aj = 7j(a®AT)'/?, F; = ®;(aAT)'/? (2.5)

integréldsi valtozokat és a dA; dF;/(2m) integralasi mértéket. Ezzel elértiik, hogy Z
dimenzidtlan lett:

N oo dA,
Z = lim<H/ — dﬂ-)-

oo { S8 [t~ 30

(; tE T o Z Gitaita — F. )+;m2F2+u(F)>H. (2.6)

Az impulzusok szerinti integralok Gauss-tipusiak és igy konnyen elvégezhetok:

© dA a . 1 5
L@ exp {A—TlAb_§A}

= (20 exp {—2((121):)2 } : (2.7)

Esetiinkben b = Fj, — Fj, igy a Gauss-integralok eredménye:

[ldr] exp{/ /d3 (——w +ind, cp)}




Itt N7 végtelen normélési egyutthatd, amely azonban figgetlen a hdmérséklettdl, s
ezért azt a késébbiekben elhanyagoljuk. Az impulzusok szerinti integralok elvégzése
utan az allapotosszeg csak a térmennyiségek szerinti integralast tartalmaz:

N
z7 = 1imN'/<HdE~>-
1 Fi.i— F:\?
eXp{ATaszZQaAT[ ( HIAT ]>

j=1

—z jovan, = Bl - nr — () |

= N’/p [dP] exp {/ /df‘xc} (2.9)

ahol a t = it helyettesités utan

1 2 1 /- 2 1 229
= ——(0,?)" — - (V®) — -—m*®* —U(D). 2.1
L 5 (0:2)" = 2 (V@) — om’®® —U(®) (2.10)

Ebben a fejezetben a tovabbiakban feltessziik, hogy nincsen 6nkolcsonhatas,
azaz U(P) = 0. A kdlcsonhato tér esetére kés6bb fogunk visszatérni. Alakitsuk &t
a hatds kifejezését parcialis integralassal. Kozben felhasznaljuk, hogy az integralasi
térfogat hatdrdn ® = 0 és hogy a tér a képzetes id6ben periodikus, ®(3) = ®(0):

S = /OﬂdT/d?’xL

_ —l/ﬁdr/d?’x [(0,0)% + (VD)2 + m?0?]
— _1 dT/d3x<I> (02— V2 +m?) @
—é/d?’m@arq’ |Zo — 5/0 dT/dO’((DVn(p)
= _%/OﬂdT/d%@ (02 - v?+m?) 2. (2.11)

A ® teret a véges (0, 3) intervallumon Fourier-sorba fejthetjiik:

1/2
0@ = () X Tewlitor+un)a . (2.12)

n=—0o0 g

Itt w, a 7/ egész szamu t6bbszorose. A periodikussig ®(Z, 3) = ®(Z, 0) kdvetkeztében

azonban w, = 2mnT. A semleges skalartér Fourier-soraval kapcsolatban jegyezziik
még meg a kovetkezoket:
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1. A V integralési térfogat véges. Ezért a p impulzusok diszkrét sorozatot alkot-
nak: p, = /Lo (@ =1,2,3), ahol n, egész szamok. Kovetkezésképpen:

/ &z expli(F+5')T} = Vg, (2.13)
2. A frekvenciak diszkrétek, s ezért:
B
/ dr exp{i(wpn + wp)T} = Bbn . (2.14)
0

3. A semleges skalartér valés, ®* = &, amibdl

@7, (p) = @—n (D) (2.15)

kovetkezik.

Helyettesitsiik be a (??) Fourier-sort a hatés (?7) képletébe. Ehhez felhasznéljuk,
hogy

. AN 2 il
—020 = (V) ; gwn exp{i(p% + wn7) }Pn (D), (2.16)
1/2
V2 = (g) ;zﬁ: 2 exp{i(PT + wnT) } @, (P), (2.17)

/05 dT/ dPr (g) v qu?w exp{i(pZ + wn7) } P, (D)
- / ar | dSﬂ”_Z 2 @y exp{ =57 + wu) } 0 (57) -

np n'p’

eXp{'(ﬁer wnT)} 8 ()
= — Z Z V6pp ﬂ6n7'LIQ77,p (ﬁ)‘bn (ﬁ)

np n'p’

= 2 aul® ), (2.18)

ahol q?w tetszoleges n-tol és p-tol fiiggd mennyiség. Végiil a hatdsra az aldbbi
eredmény adodik:

S = —5BX () @@, (2.19)

np

11



ahol w? = m? + p2.

A hatésnak az (?7?) alakjat helyettesitjiik be a particiés fiiggvény (?7?) kifeje-
zésébe. Az tutintegral a Fourier-amplitidodk szerinti integralla irhaté at. A @, (p) =
A, (p) exp{iay, (p)} Fourier-amplitiddk «,(p) fazisai szerinti integrilds elvégezheto,
mert a hatas nem filigg a fazisoktol. Ezért irhatjuk, hogy

Joer 1991 =TI [ 4409 [ () [I11 [ aru(). (2.20)

Itt elhanyagoltunk egy (-tél és V-tdl fiiggetlen dllandé szorzétényezdt, @ peri-
odikussigit pedig a Fourier-sordval torténd helyettesitéssel vettiik figyelembe. A
particiés fiiggvény ezek utan

o0 1
7 = NUII [ da@ew {5002+ 2m) @)
n g —00
alakot Olt. Az integralok (Gauss-integralok) elvégezhetdk, és a particids fiiggvényre
—1/2
z = I[P +w?] (2.22)
nop

adodik.

Az allapotosszeget atirhatjuk formdlisan még egy masik alakba is. Vezessiik
be a

D = g*(-02-V2+m?) (2.23)

operatort. Ennek sajatfiiggvényei exp{i(pZ + w,7)} a B%(w2 + w?) sajatértékekkel.
A (?7?) képlet jobboldala kifejezhet6 tehdt a D operdtor determindnsédval. Irhatjuk,
hogy

7= /p | [d9)es = /p _ lda) exp{—%(@,D@)} _ const.(detD) V2. (2.24)

Miutan rendelkezésiinkre all a semleges skalartér particios fiiggvénye, megha-
tarozhatjuk a tér energidjat és nyomasat a homérséklet fiiggvényében. A vakuum
Ej energidjahoz és Py nyomasahoz képesti kiilonbség adja meg a véges homérséklet
hatasdra a vakuumbdl kigerjeszt6do semleges részecskék idedlis gdzanak az E ener-
gidjat és P nyomasat:

olnZz
EF = — —F 2.2
0lnZ
= T — B,. 2.2
P EYa 0 ( 6)



Osszegezziink elészor a frekvencigkra In Z-ben. Felhasznéljuk az alabbi azonos-
sagot:

In ((27n)” + %w?) = /1 o ﬁfm)z +1n [1+ (2mn)?]. (2.27)

Ennek segitségével:
prw? d02 > 1
InZ =—— Z / Z

9\’
n=—oo0 N2 + (%)

(2.28)

ahol a homérséklettol fiiggetlen tagot elhagytuk, mivel az ugyis csak a vakuum
energidjahoz és nyomdasahoz ad jarulékot. Az n szerinti sor Osszege:

5 ! :2_”2( 692—1>‘ (2.29)

n=—oc N2 + (i)2 4

Ezt behelyettesitjiik In Z-be:

1 Buw 272 2
7 = ‘WZ/ 200 =5 (14 5—)

- v Le(5s)

v / (;iTP;?’ [—%ﬂw —1In (1 — e—ﬂ“’)] + const. (2.30)

Itt attértiink az impulzusok szerinti Osszegzésrdl integraldsra és a homérséklettdl
fuggetlen tagot megint elhagytuk. Felhaszndlva, hogy a vakuum energidja és nyomasa

0lnZ olnZz

Ey = T lr—o s Py=T—— il lr—o s (2.31)
a rendszer energiajara és nyomasara
E = V/ (;i]))?’wn(w), (2.32)
P = T/%ln(l +n(w)) (2.33)
adodik, ahol bevezettiik az
n(w) = [exp(fw) 1] (2.34)

betoltési szamot.
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A késobbiek szempontjabdl érdemes megjegyezni, hogy m = 0 esetén az im-
pulzus szerinti integral is elvégezhetd In Z-ben:

InZ = —2—7r2/0 dppln(l—e p)

VB e dpp’
6m2.Jo efr—1

= VB ~ T (2.35)
B 90 " ‘

3 A toltott skalartér.
Bose-Einstein-kondenzacio

Toltott skalartér Lagrange-stiriisége:
L = 9,9°0"® — m’P*d — \(D*D)%. (3.1)

Ez a Lagrange-siiriiség globalis U(1) szimmetridval rendelkezik, vis. invaridns a

® — @ = ¢ 1%® transzformdciéval szemben, ahol o tetszbleges valés dllands. A
megmaradé dramot gy hatdrozzuk meg, hogy a-t z-fiiggévé tessziik. Lokalis U(1)
transzformacié sordn a Lagrange-siiriiség megvaltozasa:

L — [ = O, ((I)*eia(w)) O ((I)efia(ac))
—m?®*® — \(P* D)

= L+ P°P),a0"a +10,a(P*0"P — PO D). (3.2)
Ezt felhaszndlva a(x) mozgdsegyenlete
' '
: a((?afa) - ‘Zﬁ — 0 (3.3)
alakot 6lt, ahonnan a megmaradé dram
oL = ¢"®0,a +i(®*0,P — ©0,P"). (3.4)
0(0H«)
Az o = const. helyettesitéssel megkapjuk az eredeti elmélet megmaradd dramat:
Ju = i(2*0,® — ©0,9"), (3.5)
amelyre 0*j, = 0, és a megmaradd toltés
Q = [dwj(x). (3.6)
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Kényelmi okok miatt célszerii 4ttérni valés térmennyiségekre a ® = 271/2(®; +
i®,) Osszefiiggéssel. Elemi atalakitds utdn a Lagrange-siirliség

1 1 1 A
L= 50,810" 01 + 50,2:0'P, — S’ (@ + B3) — 7(®3 + 93 (3.7)

alakot olt. A valés @, (a = 1,2) terekhez kanonikusan konjugélt impulzusok: m, =
oL/0®, = 0,P,. A Hamilton-siirliség:
1 1 1 = 1 =
H = -7 +-m+ §(V<I>1)2 + §(V<I>2)2
1
+5m’ (9] + @) + 7 (®T + 05)°. (3.8)

N

Latjuk, hogy amennyiben nincsen kdlcsénhatéds (A = 0), akkor a @, (a = 1, 2) terek
egymastol fiiggetlenek. A megmaradé aram

jN = <I>28u¢1 - @18“<I>2 (39)
alakra hozhaté, igyhogy
j() = (1)271'1 — (I)17T2 és Q = /d3$(q)271'1 — @171'2). (310)

Az 1. fejezetben kapott eredmény alapjan a toltott skalartér particios fliggvényére
az alabbi kifejezés adodik:

7 = / [dm][dms)] /p A exp{ /0 ’ / &z [im10,®, + iy, B
—H + pu(Pomy — ma®1)]}- (3.11)

A particiés fiiggvényben a kanonikus impulzusok szerinti integralok Gauss-
tipusiak és elvégezhetdk:

/[dwa] exp {/Oﬂ /d3x [—%7?2 + 7, (10, P, + ,U,(Da)]}
= N'exp {— /Oﬂ dT/d?’x%(aTCDa + iuCI)a)Q} . (3.12)

Ezt felhasznalva a particiés fiiggvény

1
—5(67(1)1 - IIUI(DQ)Q

8
_ 12 3
Z = (N') /per-[dél][d%] exp {/0 dr/d .
1 1,2 1 =
—5 (0 @2 + ip®:)? — §(V¢1)2 - §(V¢2)2

1 A
—5m(®7+ @5) — (BT + @3)2] } : (3.13)
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A kitevd itt L(p = 0) + pjo + p?(®? + ®2)/2 alakd, ami az m? — m? — p?
helyettesitésnek felel meg.

A valéds és 7-ban periodikus @, tereket most is Fourier-sorba fejtjiik:

1/2
d, =V2(, + (é) > Z exp{i(PZ + wnT) } Pun (P), (3.14)

ahol ®,9 = 0, vis. a zérus impulzusi komponenst teljes egészében az elsé taggal
vessziik figyelembe, (; = (cos© és (, = (sin©, ( és O valésak. Amennyiben
¢ # 0 adodik majd, akkor ez azt jelenti, hogy makroszképikus mennyiségii részecske
kondenzdlédott az egyrészecskés alapallapotba. Ebben a fejezetben a tovabbiakban
a kolcsonhatdas nélkiili esetet targyaljuk.

Helyettesitsiik be a fenti Fourier-sort a hatds kifejezésébe. Kicsit hosszadalmas,
de elemi szdmolds utan a kovetkezé kifejezést kapjuk:

S = BV (u*—m*)¢
=3 (@1 n(=P), ®on(-)) D ( e ) | (3.15)

ahol bevezettik a

2 2 2
o w, Wt —p —2uwn,
D=p ( 2w, w2 + w? — p? ) (3.16)

matrixot. Az allapotosszeg ezek utan:
Z = (N')? (HH/d@ln(ﬁ)d%n(ﬁ)) e”. (3.17)
nop

Ratériink az utintegrdlok kiszamoldsdra. Mivel &, valds, most is igaz, hogy
Qo n(—=p) = @;,(p). Ezért a Fourier-amplitiddk szerinti integrdlok, - semleges
skalartér esetéhez hasonléan -, most is a Fourier-amplituddék abszolut értékei szerinti
integralokra vezethetok vissza. Az eredmény:

InZ = BV(u*—m?)¢?+In(detD)™/?, (3.18)
ahol

—% In(detD) = —% In {H 115 [(wi +w? — p?)? + 4u2w§] } : (3.19)

A szogletes zardjelben 1évo kifejezést szorzatalakra hozzuk:

[wi + (w— u)Q] [wfl + (w+ ,u)2] (3.20)
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Ezt felhaszndlva a particiés fiiggvény:
InzZ = pVE*—-m’)=> Y n {ﬂQ [wi + (w— ,u)Q]}
nog
> > In {ﬁ2 [wﬁ+ (w+,u)2]}. (3.21)
nop

A két utolsé tag ugyanolyan alaki 6sszeg, mint amilyennel semleges skalartér esetén
volt dolgunk, azzal a kiilonbséggel, hogy az w — w £ u helyettesitést kell elvégezni
a semleges skaldrtér esetében kapott eredményben. Igy

mZ = BV —m)-V [ % (6w
FIn{1—exp (—=B(w — )} +In {1 —exp (=Blw+ )} (3.22)

a végképletiink a toltott skalartér particids fliggvényére. Az elsé tag az alapallapotba
kondenzdlt részecskék jaruléka, a masodik tag a vdkuum jaruléka, a harmadik és ne-
gyedik tag pedig a termikus gerjesztés révén keletkezett részecskék és antirészecskék
jarulékai. A harmadik és negyedik tagban szereplé integral csak |u| < m(< w) esetén
konvergens, ezért a kémiai potencidl csak a [—m,m] intervallumban valtozhat. Az
allapotosszeg fiiggetlen ©-t6l, ugyanakkor fiigg a kondenzatum ( amplitudéjatol,
ami megfigyelheto fizikai mennyiség. Ennek értékét termodinamikai egyensilyban a

0lnZ
¢

egyenlet hatdrozza meg. Innen ( = 0 adddik, ha |u| # m. Kondenzitum tehdt
csak akkor keletkezik, ha u = +m. Utobbi esetben a kondenzatum amplitudéjanak
értékét az hatdrozza meg, hogy mennyi a rendszer @ toltése, ill. p = Q/V toltéssii-
risége. Vegyiik pl. a u = m esetet. Ekkor

B I@]nZ‘
= voy lw=m
= 2m¢%+ p* (B, = m), (3.24)

=268V (> —m* (=0 (3.23)

ahol

. d®p 1 B 1
0 = | Gy (eXp{ﬁ(w—m)}—l exp{mwm)}—l) (3.25)

a nem kondenzalt részecskék altal hordozott toltésstliriiség. A kondenzatum toltéssii-
riisége 2m¢2.

A kondenzatum kialakuldsa kvalitative a kovetkezOképpen torténik, ha a p
toltésstirliség allando és a homérséklet csokken. A kémiai potencidl ilyenkor a = m
értékig no, amelyet a T = T, kritikus homérsékleten ér el. Ha a homérséklet a
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kritikus 7, érték ald csokken, akkor 4 = m dllandé marad, hiszen nem néhet tovabb.
Ko6zben azonban megindul a kondenzécid, amelyet a kondenzdtum amplitidéjanak
fokozatos novekedése jelez:

1
2=—(p—p" =m)). 2
=5 (p=p (B n=m) (3.26)
A kritikus hémérsékletet a
p = p(Beyp=m) (3.27)

egyenletbol hatarozhatjuk meg. A fazisatalakulds masodrendii és rendparamétere (.
Ennek T-fliggését az abra szemlélteti.

x

4 Fermiontér particids fiiggvénye

Az el6zéekben a bozonok statisztikus fizikai leirasaval foglalkoztunk. Most kiter-
jesztjiik tanulményainkat a fermionokra is. Az 1/2 spinii fermionok (leptonok és
kvarkok) Lagrange-stiriisége:

L = Pig—mp
= (7%, + 7V — m)y (4.1)

ahol 0 = 0,¥" és a Dirac-mdtrixok algebraja {y*,~"} = 2¢g*”. Utébbiakra a
1 0 0 &7
0 _ 2
abrazolast hasznaljuk.
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A Dirac-tér Lagrange-siiriisége invaridns a globalis U(1) mértéktranszforméci-
okkal szemben:

P — e 1, Pt — pTele (4.3)

A megmaraddé daramot most is megtaldlhatjuk azzal a mddszerrel, hogy a transz-

formaciét lokalissa tessziik, és a(z) mozgasegyenletébdl olvassuk ki az dramot, majd

a(z) helyére ujra allandét irunk. Lokalis U(1) transzformécié sordn a Lagrange-
sirliség megvaltozasa:

L — L+ p(da). (4.4)
Az «a(x)-re vonatkozé Euler-Lagrange-egyenlet:
gigay = e =0 (45)
mivel 0L/0a = 0. Innen a megmaradé dramra
3" =y (4.6)
adodik, ami o =all. helyettesités utan sem valtozik. A megmaradé toltés innen:
Q= [daf = [ daypto. (4.7)

A 1 és YT komplex térmennyiségek fiiggetlen dinamikai véltozdkként keze-
lend6k a Hamilton-formalizmusban, hiszen a 1-hez kanonikusan konjugalt impulzus

n= (%fw) gt (4.8)
A Hamilton-siirtiség
H = Mo —L
= Wt — ¢ (10w) — DTV —m)y
= Y(—iyV + m)y (4.9)

alakot olt. Ennek ismeretében teljesen hasonléan, mint a bozonok esetén, megkaphatjuk
a particiés fiiggvény utintegral alakjaban torténd el6allitdasat:

Z = Trexp{—f(H — pQ)}
= /[idz/PL][dw] exp {/Oﬁ dq—/de’x(iﬂ&d) - H+ /UO)}
= fiavlasess{ ["ar [ ea(-v0u
HPFVY — mapyp + o) }
= [lidw*][ay] exp { / " dr [ @2t (<1°0, + 179 —m + ") w} . (4.10)
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A formai hasonlésdg ellenére két nagyon lényeges kiilonbség van a bozonok
esetéhez képest. Az egyik az, hogy a fentiekben szerepl 1) és 1" klasszikus térmennyi-
ségek nem kozOnséges szamok, hanem az tin. Grassmann-algebra elemei kozott
veszik fel értékeiket. A masik pedig az, hogy a fermionterek a képzetes idovaltozéban
nem periodikusak hanem antiperiodikusak.

Mint azzal mar térelméleti bevezeté tanulmanyaink soran megismerkedtiink, a
klasszikus fermiontereket a Grassmann-algebra elemeivel kell abrazolni. A jelen fe-
jezetben adott el6z6 levezetéseink soran a valtozok sorrendjére gondosan iigyeltiink,
azért azok Grassmann-értéki térvaltozokra is helyesek. Hadd &lljon itt még egy a
tovabbiak soran felhaszndldsra keriilé Grassmann-valtozékra vonatkozé eredmény.
Ha n, és nf (o =1,2,..., N) Grassmann-viltozdk, akkor a Gauss-integral értéke:

/dnf’dnl ...dnfdny exp(nt Dn) = detD, (4.11)

ahol Dy,g N x N-es métrix.

Térjiink most rd a fermionterek és bozonterek termodinamikai leirdsa kozotti
masik kiilonbségre. A fermionteret is Fourier-sorba-fejtjiik:

Yo (Z,7) = V12 Z Z exp{i(PZ + wnT) }an (D), (4.12)

ahol 0 < 7 < 8 és w, = nnT lehetne (n tetszbleges egész). Valdjaban azonban
bozonokra és fermionokra w,, lehetséges értékei kiillonboznek. Az el6zé fejezetekben
lattuk, hogy ha a bozontereket periodikusnak tekintjiik,

(B)  ®(#,0) =2(7,5), (4.13)

akkor helyesen kapjuk vissza az idedlis bozon-gdz allapotegyenletét, ahogyan azt
kvantummechanikabdl megtanultuk. A periodikussiagnak az a kovetkezménye, hogy
a bozontér Fourier-sordban csak a péaros egész szamoknak megfelel w, = 2nzT (n
tetszbleges egész) frekvencidk 1épnek fel. Ugyanakkor az idedlis Fermi-gdz kvan-
tummechanikdbdl megtanult dllapotegyenletét akkor kapjuk csak helyesen vissza,
ha feltételezziik, hogy a fermiontér antiperiodikus:

(F)  ¢(#0) = —¢(7,0) (4.14)

Ebbdl az kovetkezik, hogy a fermiontér Fourier-sordban csak a pdratlan egész sza-
moknak megfelel6 w, = (2n + 1)7T frekvencidk szerepelnek. A fermiontér (?7?)
particids fiiggvényében tehat az Osszes klasszikus (Grassmann-értékii), a képzetes
idoben antiperiodikus fliggvénnyel leirt térkonfiguraciéra integralunk.

x
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5 Az idedlis Fermi-gaz
allapotegyenlete

Helyettesitsiik be az eléz6 fejezetben definidlt (?7?) particids fiiggvénybe a 1) tér-
mennyiség Fourier-sorat. Az eredmény tomor alakban igy irhato:

(HHH/m;mwm@) (5.1)

ahol a hatas

= ¥ S W (P) Daptipn () 52

és
D = —if[(—iwn + p) — 775 — m7] . (5.3)
Az allapotosszeg Gauss-integral, igyhogy az értéke:
Z = detD. (5.4)

A D matrix a p és az n indexekben diagonalis. A 4 X 4-es aldeterminansok értéke
elemi szdmoldssal adédik:

2
detyD,(p) = pB* [(—iwn + p)? —m? — ﬁ2]
2
= B [(wn +ip)? + w’] (5.5)
Az éllapotdsszeg logaritmusa ezek szerint:

InZ = IndetD = 2 > Indet, Dy (P)

2

= 222111{ [wn—i-z,u) +w2]}. (5.6)

Tekintve, hogy az n-re vonatkoz6 Osszeg egyardnt végigfut a negativ és a pozitiv
egész szdmokon, irhatjuk, hogy

InZ = ZZln{ [ Wy + ip)° +w2]}
+ZZln {ﬂQ [ —wn+i,u)2+w2]}. (5.7)
Haszndljuk fel, hogy

[(wn +ip)? + w2] [(—wn +ip)? + w2]
= [wh + (= w?] [k + @+ )], (5.8)
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ekkor
Wz = 3% {In (8% [w2 + (w = p)?])
+In (ﬁ2 [wfb + (w+ u)Q])} : (5.9)

A frekvencidk szerinti 0sszegzés megint hasonléan végezhetd el, mint szabad
bozonterek esetén. Felhasznaljuk az

B> (wn)? de?
In [(2n + 1)27% + B2(w £ p)?] = /
n[(n—i— yra A ,u)] 1 6% + (2n + 1)%x2

+In[1+ (2n+ 1)) (5.10)

azonossagot, valamint a

1 171 1
= (- 11
; 62 + (2n + 1)%n? 6 (2 el + 1) (5.11)

nevezetes Osszeget. Elvégezziik a 6 szerinti integralast és ismét elhagyjuk a hGmérsék-
lettol és a kémiai potencidltdl fiiggetlen tagokat, tovabba a termodinamikai limeszt
képezziik, aminek kapcsan attériink a folytonos impulzusvaltozoéra. Végiil a particios
fliggvény az alabbi alakot olti:

d*p
(2m)?
+1n (14 et (5.12)

InzZ = 2V/ [ﬁw +1In (1 + e—ﬁ(w—u))

Az idedlis Fermi-gaz allapotegyenletét ezek utan a jol ismert statisztikus fizikai
Osszefiiggések alapjan szamoljuk ki. A rendszer energidja:

OlnZ pdlnZz

P s T o
= o [ et el-@ (51

ahol az els6 tag a vakuum energidja, amit a tovabbiakban elhagyunk, mert az ener-
gidkat a vdkuum energidjdhoz viszonyitjuk. Bevezettiik tovabba a részecske- és az
antirészecske allapotok atlagos betoltési szamat:

ne = {oxp (Bw+m)) " (5.14)
Az idedlis Fermi-gdz nyomadsa:
10lnZ
P =5
2 r d%p
= 5 e P m=n @) =m0 -n @), (619
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ahol az els6 tag megint a vikuum nyomésa, amelyet a tovdbbiakban elhagyunk.

Parcidlis integrdlas utdn a kovetkezdé eredményt kapjuk:

R AR ~Blw-n) ~Blrtn)
P = W/O dp p [ln(1+e )+ln(1+e )]
1 foo  pt
= o | E @ @)
Végezetiil a szabad fermiongéaz toltése:

laan
B Ou

= [ ) - nl.

Q =

(5.16)

(5.17)

Az eddigi fejezetek eredményeit gy Gsszegezhetjiik, hogy sikeriilt a statisztikus
fizikai targyaldst szabad bozon és fermionterekre dltaldnositani az utintegralok méd-
szerével. Meg tudtuk adni a particiés fiiggvény olyan definicigjat, amely bozonok és
fermionok esetén is reprodukalja az egyensiilyi idedlis Fermi- és Bose-gazok termod-
inamikai viselkedését. Lattuk, hogy a szoban forgd particiés fiiggvény szoros kapc-
solatban van a zérus homérsékletii térre vonatkozé vakuum-vakuum atmeneti am-
plitudéval. A tovabbiakban a particids fliggvény utintegralos definicigjat altalanosan

el fogjuk fogadni kolcsonhato terek esetében is.

x
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II. KOLCSONHATO RENDSZEREK
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6 A particios fuggvény perturbacios sora

Bontsuk fel a hatast egy kolcsonhatdsmentes Sy és a kolcsonhatédst leird S; tag
osszegére: S = Sy+S;. Fejtsiik a particiésfiiggvényt a kolcsonhatas szerint hatvanysorba:

Z = N / [d®]eS

_ N’/[d@]es(’g)%Sf. (6.1)

A particiés fliggvény logaritmuséban is kiilonvalasztjuk a szabad terektdl és a kdlesonha-
tastol szdrmazo részt:

* 1
InZ = In (N’/[d(I)]eS°> +1In (1 +>° 7 < St >0>
=1
= InZy+1InZ, (6.2)

ahol

J[d®]e*S]
< Sz >0= ——————- 6.3
P20 aales (63
Itt In Z, a szabad terek particios fliggvénye, amely a kolcsonhatds mentes vakuumtol
és a terek elemi gerjesztéseinek idealis gazatol szarmazo jarulékot tartalmaz. Erre

az elozo fejezetekben lattunk példakat. Felhasznalva, hogy

. X <xt>
In<e®> = ln<1+g_21 7 )

_ <z®> <>
= —|m<E>o—g g
om0

1< >3 4 ]
—_— = T
3

<z?> <x>?

SRR 2
<zd> <z*> <z >3
+ 3 + o ST 3 +..., (6.4)

a particiés fiiggvény perturbécids sora a kolcsonhatdsban harmadik renddel bezarélag
az alabbi alakot olti:

InZ; = <SI >0
1 1
+§<S?>0—§<SI>§
1 1 1
+§<S}”>0+5<S?>0<SI>0—§<SI>3+... (6.5)
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A kovetkezd fejezetekben megmutatjuk az dnkdlecsonhatéd skalartér példajan,
hogy hogyan irhatjuk le a kolcsonhaté terek termodinamikai viselkedését a per-
turbacioszamitas modszerével. Késobb hasonléan fogunk eljarni a kvantumelektro-
dinamikaban és a kvantumszindinamikaban is.

Végiil megemlitjiik, hogy a fenti perturbacids sor konvergencidja, az integralok
és a sorfejtések felcserélhetosége nem trivialis kérdések. Ezek vizsgalataval dontheto
el az is, hogy alkalmazhaté-e egyaltalan a perturbaciészamitas valamely konkrét es-
etben. E kérdések vizsgalata azonban messze t1l megy egy bevezeto jegyzet keretein.
&®

7 Az onkolcsonhato skalartér

A kolcsonhatasi tag a Lagrange-stiriiségben
Lr = —)\&* (7.1)

Az eljardsunk az lesz, hogy a perturbiciészdmités elsé néhdny rendjében kiszdmolva

a particiés fiiggvényt, megtaldljuk azokat a szabdlyokat, amelyek segitségével a
képleteknek diagrammokat feleltethetiink meg. FEzek aT = 0 térelméletben megszokott
Feynman-diagrammok &ltaldnositdsai. Ezek utdn In Z;-t a kolcsonhatés tetszéleges
rendjében ugy kapjuk meg, hogy megszerkesztjik az 6sszes lehetséges, a szabalyoknak
megfelelé diagrammot. A perturbdcidszamitas elsé rendjében a particids fiiggvény
kolesonhatési része:

X\l dr [ Bz [[dD]eSod*(Z, T)
[[d®]eSo

Helyettesitsiik ide be a skalartér Fourier-sorat:

In Z1 (72)

1/2
2@ = () TXewlir+an)e.o. (7.3

Ekkor az alabbi kifejezést kapjuk:

3 2
—/\/0 dT/d?’xﬁ— S Y exp{i(fi+ o+ )T+ (Wt ot )T}

n1n2n3ng P1P2P3pP4
1 -
1 [ d2u@ exp {—58*@i + 7% + m) @@ 2-o(~0)}
Lq

(I)m(ﬁl) .- -(I)m (ﬁ4)
eq ] ABe(@) exp { =502} + 72 + m?)Be(DP (-0

Ennek kiszamolasakor vegyiik észre a kovetkezoket:

(7.4)
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1. A képzetes id6 és a térfogat szerinti integralds kozvetleniil elvégezheto és a

V(Sﬁﬁ- +[5‘4,0ﬂ5n1+ +n4,0
eredményt adja.

2. A Fourier-amplitidok szerinti integralds a szamlaléban zérust ad, hacsak nem
az teljesiil, hogy

Ny = —MNa, P4 = —Po2,

ng = —ny, b3 = —P1,

avagy ezek két masik permutdciéja. Az ok az, hogy ellenkezd esetben a kom-
plex Fourier-amplitiudék fazisa szerinti integralok az £ = ny, ..., n, esetekben
zérust adnak. A 3 kiilonb6z6 permutacié azonban azonos eredményt ad.

3. Az el6z6 pontban leirt esetben az integrél szorzat alakot 6lt. A nevezdében és a
szamlaloban szerepld tényezok kolcsonosen kiejtik egymast, kivéve az £ = ng,
qd=p1 és az L = ny, § = Ps tényezdket. A szébanforgd tényezdk

Jo° dzx? exp {—%aﬁ} 1

Jo° dzexp {—%a:ﬁ} T a

alakdak. (A Fourier-amplitudék fazisa szerinti integralds trividlis, marad az
abszolitértékiik szerinti integralds.)

Mindezeket figyelembe véve az alabbi eredményt kapjuk:

d*p, d3py 1 1
InZ, = —3)\3V V2 / _ _
1 8 l Py  @m)? PR, + 57+ ) Pk, + 5 )

- —3A5V[ > / r ﬁ)] (7.5)

Ezek utan a kovetkezo szabaly szerint jarunk el, amikor a fenti képletnek diagram-
mot feleltetiink meg:

1. Bevezetiink egy négylabu vertexet:

— —AB6, W Vs 5
N6, W (27)38(F — 1) (7.6)

2. Belso részecskevonalakkal kotjiik ossze a vertexeket. Ezekre:

(wn, D)- (7.7)
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Az 1. szabaly kovetkeztében minden zart diagramm esetén egy impulzus szerinti
integralas és a megfeleld frekvencidk szerinti 6sszegzés elvégezhetd és egy BV szorzét
eredményez.

A fenti megfeleltetésnek megfeleléen az elsérendii korrekcié diagrammja:

InzZ; = 3 . (7.8)
A maésodrendii korrekci6 két tagot tartalmaz:
1 2 1 2
InZ, = §<SI >0—§<SI >0 (7.9)
A mésodik tag diagrammja:
-=(3 )? (7.10)

Az els6 tagnak megfeleld diagrammok két vertexet tartalmaznak. Ha az Gsszes
lehetséges médon Osszekotjiik 6ket bels részecskevonalakkal, akkor az aldbbi dia-
grammok adédnak:

1
~ < 82>

+4-4-3-3
2

2
3 ) 51
4-4-3-3-2-2

4!

+ oI

(7.11)

(7.12)

Itt mindjart feltiintettik, hogy a lehetséges permuticiok miatt milyen kombina-
torikai faktorral szerepel egy-egy diagramm. A masodik diagramm esetén az egyik
vertex egy labat 4-féleképpen valasztva, azt a masik vertex négy labaval kothetjiik
ossze. Minden esetben az elsO vertex egy tovabbi szabad labat 3-féleképpen valaszt-
hatjuk ki, s azt a masik vertex 3 szabad laba koziil barmelyikkel 6sszekothetjiik.
Ezek utan a végeken levé szabad labak Osszekotése egyértelmii. A kozépso két
vonal 2! lehetséges permutaciéja miatt azonban a diagrammokat duplan szamoltuk.
A harmadik diagramm esetén ugyantgy kezdjiik el a vertexeket Osszekotni mint az
elébb, azonban a baloldali két szabad 1ab koziil barmely 2-t 6sszekothetjiik a végén a
jobboldali két szabad 1ab barmelyikével. Most mind a 4 részecskevonal tetszolegesen
permutalhatd, igy minden diagrammot 4!-szorosan vettiink figyelembe.

A kombinatorikai faktorok az aldbbi egyszerii szabdalyszeriiséget mutatjak:

1. Vertexenként megjelenik egy 4! szorz6 (a négy vertexlab lehetséges permutd-
ciinak a szdma).
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2. Tovébbi (n!)~! szorzok jelennek meg, ha két rogzitett vertex kozott n darab
részecskevonal teremt Gsszekottetést. (Az azonos két vertexet 6sszekotd részecske-
vonalak permutéciéi nem jelentenek 1j diagrammokat.)

Az els6 szabdly a A®* elméletre nézve specifikus, mig a masodik szabdly &ltaldnos
érvényti. fgy a kvantumelektrodinamikdaban és a kvantumszindinamikaban is al-
kalmazhaté a topolédgiailag kiilonbozé vazdiagrammok kombinatorikai faktorainak
megallapitaséara.

Vegyiik észre, hogy ha az Osszes masodrendii jarulékot figyelembe vessziik,
akkor a nem oOsszefiiggd diagrammok a particios fliggvénybdl kiesnek. Ez a per-
turbacioszamitas tetszoleges rendjében bizonyithatdéan igy van. A nem Osszefliggod
diagrammok jarulékai In Z;-ben zérusra Osszegzodnek. A particios fiiggvény adott
rendi korrekciéjanak kiszamolasdhoz elegendo tehat az Osszes Osszefiiggo grafot meg-
szerkeszteni az adott rendben. A kolecsonhatas masodik rendjében az eredmény
tehat:
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InZ, = 36 + 12

d3p4

— 36(=\)28V T;/(‘f;fl TZ/

o(wmaﬁl) O(wnzaﬁQ) O(wn31p3) 0(wn4:p4)
'(271')3(5(171 + ﬁZ)ﬁ(sm-l-m,

F12(—\)28V TZ/ dpl 2/ d3p4

0(wn1ap1) O(wn27p2) O(wn3:p3) 0(wn4:p4)
-(2m)°6(By + Do + D3 + P1) BOnytno-nstna0- (7.13)

Skalarrészecske propagatora és
sa atenergia a

Definidljuk a véges hémérsékletii skalartér propagatorat:
(fl,Tl;fQ,TQ) = < (I)(fl,Tl)q)(fQ,TQ) > . (81)

A transzlicids invariancia miatt ez csak az £ = 1 — To és 7 = 71 — T valtozdktol
fligg. Eljiink ezért az ¥1 = T, To = 0, 71 = 7 és 1 = 0 valasztassal és képezziik
a propagator Fourier-transzformaéltjat. A térmennyiség Fourier-sorat felhasznalva
kapjuk az aldbbiakat:

wnd) = [ dr / Prexp{=i(T +wa1)} (@7)
= S Y <0, ()05 >

nina P1P2
/ dT/d% exp{i(p1 — P)T + i(wn, — wn)T}

= > Z = < By, (51) Py () > V65586mm

nin2 plpZ
= ﬂ < (Dn(ﬁ)q)fn(_m > (82)
A harmadik egyenl6ség felirdsakor felhaszndltuk, hogy a < @, (p1) P, (72) > varhato
érték akkor és csak akkor nem nulla, ha n;, = —ny és p; = —p,. Ha a varhato
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értéket kifrjuk pdlyaintegral alakjaban, akkor a kolcsonhaté skaldrtér propagatora
immpulzusreprezentacioban:

2 J[dP]e% P (P) P (—P)

(@n.p) = 0 [[d®]e

(8.3)

Kovetkezo 1épésként a propagatort kifejezziik a particios fuggvény segitségével.
A koleson nem haté skalartér  propagatoranak inverze:

ol = (W4 W), (8.4)

Ennek segitségével a kolcson nem haté tér hatdsa:
S = GPLE i D0 @ (5.5)
Irjuk fel a particids fiiggvényt a kolcsonhatas szerinti perturbacios sor alakjaban:
Z = N / [dP]eS

- v [d@]eSO;%Sﬁ (8.6)

Képezziik ezutdn In Z-nek a perturbdlatlan inverz propagator szerinti derivaltjat!:

0lnZ 3?
— = = = [[d®]|®,(p)[?°
T = gz e
1
= —= . 8.7
) (5.7)
Irhatjuk tehat, hogy
0lnZ 9 6lnZ
Wn,P) = —2————=2 J(Wp,P) T 8.8
( _) 6 Ol(wn:@ 0( _jé O(C‘)naﬁ') ( )
Kifejeztiik tehat a propagatort a particiés fiiggvénnyel.
A skalar részecske sajatenergidjat a
—1
(wWn,§) = [w}+5%+m’ + (wn, P (8.9)
osszefiiggéssel definidljuk. Azonos 4talakitds utdn:
=( '+ = o(1+ o7, (8.10)
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ahonnan

Felhasznaljuk, hogy
1
Inz, = 5 > > In{p?
nop

amibol

(511’1Z0 ]__1
5 o 2 9

Mivel In Z =1n Zy + In Z;, a [I(wy,, p) sajitenergia az

(8.11)

(8.12)

(8.13)

(8.14)

(8.15)

0lnZ
1+ o)™ = 1+2 .
6 o
egyenletnek tesz eleget. Fejtsiik sorba a sajatenergiat a A csatolasi dlland6 hatvanyai
szerint:
o
S I
=1
ahol II, (X%) a sajatenergia f-edrendii korrekcidja.

Elsérendben irhatjuk, hogy

(1+ oHl)_1 ~ 1— ol

Innen a sajatenergia elsorendii korrekcidja

Hl - —12
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A szerinti funkciondl derivalas a diagrammok nyelvén egy részecskevonal felvagasat
jelenti.

Tanulsdgos kiszamolni a sajatenergia masodrendii korrekciéjat is. Ennek megha-
tarozasahoz irjuk fel a sajatenergia egyenletét a masodrendii tagokkal bezarélag:

(14 oIl + o)™ =~ 1—( oIli + olly) + oIy oIl + (%)

= 142 , (6(1;121 + 6(15DZ2> . (8.20)
0 0

Az elsorendii korrekciora vonatkozé egyenletet felhasznalva ebbdl a masodrendii ko-
rrekcidra az aldbbiakat kapjuk:

0

A derivalas elvégzése utdn a kerekzaréjeles kifejezés:
72 + 72 + 48 . (8.22)

A TI; oII; tagok éppen kiejtik egymast Ilo-ben. Igy végezetiil az aldbbi eredményt
kapjuk:

M, = —144 — 96 . (8.23)

Altaldban is igaz, hogy a sajatenergidban azok a diagrammok, amelyek egy ré-
szecskevonal felvagasaval szétesové valnak, zérussa Osszegzddnek. A sajatenergidhoz
tehat csak azok a diagrammok adnak jarulékot, amelyek egyetlen részecskevonal
felvagasaval nem teheték szétesévé. Az ilyen diagrammokat egyrészecske irreduci-
biliseknek (1PI) nevezik. Altaliban a sajétenergia:

II = -2 (ian) . (8.24)
6 o 11

A megfelel6 diagrammokat a kovetkezo eljarassal kapjuk meg:

1. Megszerkesztjiik az adott rendben az Osszes Gsszefliggd diagrammot.

2. Di erencialjuk ket  szerint, vis. egy részecskevonal felvagasaval eloallitjuk
beldliik az Gsszes topolégiailag kiilonb6z6 diagrammot.
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3. Elhagyjuk a nem egyrészecske irreducibilis diagrammokat.

4. Meghatdrozzuk a kombinatorikai faktorokat a 7. fejezetben megadott szabalyok
alapjan. (Vigyézat! Az igy nyert kombinatorikai faktorok a (??) képlet 2-es
faktordt mér tartalmazzak.)

A ? elmélet a perturbaciészamitas
elso rend ében

Ebben a fejezetben a perturbaciészamitas elsé rendjében mint példan ismerkediink
meg azokkal a technikai nehézségekkel, amelyekkel lépten-nyomon taldlkozunk, ha
valamit ténylegesen ki akarunk szdmolni.

A sajatenergia elsérendi korrekcidja, mint azt az el6zé fejezetben lattuk,

m = 120 Y+ ™)
= —12 (9.1)

ahol
d3p
V+ m = TZ/(QT)?’ O(L‘)nam

= TZ/ (553@' (9:2)

Az els6 technikai nehézség a diszkrét frekvencidkra torténd osszegzés elvégzése.
Erre a komplex fiiggvénytan segitségével kindlkozik lehetdség. Attériink a Py =
iw, Minko ski-valtozéra és egy iligyes fogdssal az Osszeget a py komplex sikon vett
vonalintegrdlld frjuk &t. Ehhez felhaszndljuk, hogy a coth(30po) fliggvénynek a
po = i27nT (n egész) helyeken egyszeres pélusai vannak. Ezért tetszbleges (po)
fliggvény esetén:
T X (po = iwy, = i27nT)

n=—oo

= 2£7r1/ dpo (po)%ﬁcoth (%ﬂp0>, (9-3)

ahol az integralas a py komplex sikon az ( ) dbra szerinti  gorbére torténik, amely
korbefutja egyszer az Gsszes polust.

34



Ha (po) egy olyan fiiggvény, amelynek nincsenek pélusai a képzetes py tenge-
lyen, akkor a  gorbe két, a képzetes tengellyel parhuzamos egyenesbe deformélhaté
at, mint azt a ( ) dbra mutatja. Felhasznélva, hogy

1 1 9
Zcoth = —<1 )
9 s\ T2 -1

- i)

a kovetkezéképpen irhatjuk a (?7?) egyenl6séget:

T o0 (po = iwy)

n=—oo
1 ploot 1 1
- A e
27r1/ioo+ Po (Po) {5+ g 4
1 [—loo— 1 1
e
+27ri /ioo— Po (po) 2 e Ppro_—1

_ 1 /f"" dpos ( (o) + (~po)

2—71'1 —loo 2
1 floot 4 1
+5— /ioo+ o ( (o) + (—po))m
- Q—Wi/_iw Po (Do)
Ll a ! 9.5
+5— /_ioo+ po( () + (=p0)) 7 (9.5)

Az utolsé egyenloség elso tagja a vakuum jaruléka, mig a masodik tag az anyagtér
jaruléka.

A (?7) képletet felhasznaljuk a sajitenergia elsé rendii korrekcidjanak kisza-
moldsra; most (py) = —(pf — w?)~!. A sajdtenergia elsérendii korrekcidjdhoz a
vakuum jaruléka:

3 loo —
Y a’p 1/ dpor -2

(27)3 271 J-ioo P 2p3 — w?

35



= 122 / +w2 (9-6)

Itt bevezettik a p, = —ipy euklideszi impulzus komponenst és az integrdlt atirtuk
négy-dimenziés euklideszi tér feletti integralla.

Az anyagtér jaruléka a sajatenergidhoz ()\) rendben:

1 dp [lot 2 1
m = a2 [ SE [ |- . 9.7
! )\27]'1 (277')3 —loo+ Po [ p% — wQ] eﬁ]’o -1 ( )

Az integralas utjat bezarhatjuk a komplex p, sik jobboldaldn egy végtelen sugari
félkorrel:

Ekkor az integrandusnak a py = w helyen 1év6 egyszerti p6lusa ad az integralhoz
jarulékot a reziduum-tétel értelmében:

d®p 1
weﬂ‘*’ -1

mm = 12) / (9.8)

Ha az m = 0 esetet vizsgaljuk, akkor az anyagtér jarulékdban az integralas elvégezheto:

1 o dpp 1 T?
m _ — NC(2) = — 9.9
27r2/0 efr—1  272[2 (2)¢2) 12 (9:9)
és
MM =122 M= )72 (9.10)

Nehezebb a helyzet amikor a kolecsonhaté vakuum jarulékat akarjuk meghatarozni.
Ez uis. nem véges. Regularizaljuk pl. dgy II}-ot, hogy a nagy impulzusokat egy .
értéknél levagjuk. Hasznaljuk fel, hogy az integrandus nem fiigg a négyes impulzus
irdnyatol, s ezért a térszog szerinti integral az Q = 27 /2/ (d/2) eredményt adja,
ahol a dimenzié d = 4. Ekkor

v 1 27r2/ pidp
167 (2) Jo p?+m?
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_ 1 /2 d
1672 Jo + m?

= 1 [ 2—m21n73+m2‘|

c

1672 m
1 2 2 ‘
672 l c—m“In W] , ha ( .— o) (9.11)
és
my = 122V (9.12)

a keresett jarulék. Ez pontosan ugyanaz mint a sajatenergia elsérendi korrekcidja
a T = 0 térelméletben.

Az elmélet renormaldsat a particiés fiiggvény renormalasaval végezziik el. A
perturbaciészamitas elsé rendjében:

mZ=3 | (9.13)

ami az elozbek értelmében nyilvanvaléan nem véges, ha . — oo. Adjunk hozza a
Lagrange-stiriséghez egy un. ellentagot:

L—L— %6mf¢>2. (9.14)

Ennek ém? egyiitthatdja megvélaszthaté gy, hogy a particids fiiggvény elsérendben
végesnek adédjon. Az 1j kolesonhatdsnak egy tovabbi vertexet kell bevezetniink:
— &m?. (9.15)

A particiés fiiggvényhez tovabbi jarulékot ad az egy darab ilyen vertexet tartalmazoé
bozonhurok:

hlZl == 3 —

N —

= 3\3V( Y+ m)Q—%émfﬂV( Ve ™
= v {]-sx( vy ot Y
1

2
=3 ™)?} (9.16)

Kiséreljiink meg gy renormalni, hogy az ellentag ne fliggjon a homérséklettol és
a kémiai potencidltél. Ezt elérjiik, ha az utolsé egyenléség masodik sordt zérussd
tessziik:

o m v L m

2
oms

1
—6 V—§6m§ = 0, (9.17)
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aZaz
émi = —12x Y (A). (9.18)
Ekkor a particiés fiiggvény
nz = BV {3 )?=3A ™?}. (9.19)

Mivel az els6 tagbdl az energidhoz egy T-t0l és p-tol fiiggetlen jarulék adddik, azért
ez a tag a T' = 0 vdkuum moddosulésat irja le a kolecsonhatds elsé rendjében. Mivel
a vakuum energidjat mar nulladik kozelitésben is elhagytuk, ugyanezt tessziik a
perturbaci6 szamitas magasabb rendjeiben is.fgy a kiszamolt energia, nyomads, stb.
mindig a perturbaciészamitas adott rendjében a kolcsonhaté vakuumhoz képesti
értékek lesznek. A renormadlt particids fiiggvény elsérendben tehat:

mzR = —3xn( Mgy
— 3BV (/ (§;€3¥> : (9.20)

ahol w = /m? +p2 és n(w) = (e’ —1)"! a betdltési szam.

Ugyanehhez az eredményhez tgy is eljuthatunk, ha In Z5-bol kivonjuk azt a
grafot, amelyben a sajdtenergids betétrészt T = 0 (8 — oo) és p = 0 mellett
szamoljuk:

In Z2 = 3[ -2 ]
= —3)\8V [( v m)Q
d’p . d’p "
_2T;/ (2n)? O(w"’ﬁ)Tl,,leng/W o(wn, 7
— —3)\,8V[( vy m)2_2( v m) m]
= =38V [( V)2-( ™). (9.21)

A particiés fiiggvény elsérendii korrekciéjabol derivalassal kapjuk meg az e-
nergia és a nyomas elsorendii korrekci6jat:

dln ZzR

E]_ == aﬁ

. / dj’rp n(w) (i —}-Qﬁn(w)), (9.22)



P = Talg‘flR = _3) (/ é;%%)? (9.23)

Ha a részecskék nyugalmi tomege zérus, m = 0, akkor az integrdlok jél ismertek és
az aldbbiak addédnak.

A
E, =_-VT* 9.24
tT1e (9.24)
A
P =—-=T" 2
P48 (9.25)
Az energia és a nyomads az elsérendii korrekciéval bezarélag:
T2 A
E = VI |—--= 9.26

2\
P = T4<”———+ ()). (9.27)
A kovetkezd korrekciot masodik rendben varnank, azonban majd latni fogjuk, hogy

ez nem egészen igy lesz. Erre utal a kérddjel.

Eljarasunk természetesen egyuttal az egyrészecske irreducibilis sajatenergiat
is renormalta:

1
m = 19 —2(——)
2
= 122 V4émi4+1220 ™
= 122 M= (9.28)

Mint az a korabbiakbdl kovetkezik,
MR =) %  ha m=0. (9.29)

Ennek jelentését megkaphatjuk, ha megvizsgaljuk a propagatort:

1 1 1
01+ 0H1 N w2+w% 1—|—H1(w2+w%)*1
1

= —. 9.30
w% + w? + H1 ( )

Innen latjuk, hogy az m = 0 tomegili bozonok a véges hémérsékletii kornyezetben

mi = I =17 (9.31)

e ektiv tomeget nyernek. Ilyen jelenséggel, a Debye-arnyékolassal mar taldlkoztunk
az elektrodinamikaban. a
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1  Zérus tomegu skalartér és
infravoros divergencia

Amig m # 0 esetén az elsérendii korrekciét valoban masodrendii koveti, addigm =0
esetén a particiés fliggvény a A csatolasi allandéban nem analitikus viselkedést mutat
és a soron kovetkezd korrekci6 rendje  (A\%?). Ennek az az oka, hogy bizonyos dia-
grammokban a részecskéket az n = 0 médusban véve az impulzus szerinti integrélok
a p — 0 limeszben divergdlnak. A 7. fejezet végén megadtuk a particids fiiggvény
méasodrendii korrekciéjat, amely két tagot tartalmaz. A mésodik tag integrandusa
Ny = Ng = N3 = Ny esetén

dp1p?dpap3dpsp3
P33 (1 + po + P3)?

(10.1)

ami integralhaté a p; — 0 hataron. Ezzel szemben az elsé tag az n; = ny esetben

2
gvizr® P (10.2)
p
integrandust tartalmaz, ami nem integralhaté p — 0 als6 hatdrral. Ez az dn. in-
fravoros divergencia, amelyet a zérus energidji modusok 1étezése okoz. Ne felejtsiik
el, hogy ilyen médusok m # 0 esetén nincsenek, mert a legalacsonyabb energidju
médusra wy = m # 0.

A particiés fliggvény masodrendii korrekcidéjanak elso tagjat abrazol6 diagram-
mot atrajzolhatjuk a sajatenergia segitségével uin. gyiirii-diagramma:

Az 6sszes ehhez hasonlé gytiri-diagramm, amely altalaban N darab sajatenergias
betétrészt tartalmaz egy gytriire felfiizve, divergens a p — 0 hatdron:

(=)™

N-1!1 1 —9(N—

(2-3!)N( TR

A feltiintetett faktorok az aldbbi megfontoldssal adédnak: Mind az N vertexnél
két 1ab Osszekotése 3!-féleképpen lehetséges és mindegyik vertex a szomszédjaival
kétféleképp kotheté Ossze. Innen a baloldali elsé tényezé. A masodik tényezd a
vertexek lehetséges sorrendjeinek szamdt adja meg a koron, tekintetbe véve, hogy
a balrél jobbra és a jobbrdl balra haladas ekvivalens. Végiil az In Z; 6. fejezetben
felirt hatvdnysordnak < S; >V /N! tagjabdl szdrmaz6 1/N! tényezd szerepel har-
madikként. A jobb oldal felirdsakor felhasznéltuk a (??) Gsszefiiggést.
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Bar egyenként valamennyi gytri-diagramm infravoros divergenciat mutat, a
perturbdciészamitds osszes rendjére felosszegezve Oket véges eredményt kapunk:

1/1 1
Inz8 = —(— -3 +)

dp &1

> & [P ?) olwn )"

= ﬁVTZ/ s In(1+1IL o) =1L of. (10.4)
A renormadlas természetesen azt jelenti, hogy itt a sajatenergias betétrészt a renormalt
Hﬁ—re kell cserélni. Tovabbi ultraibolya divergencia nem jelenik meg a gytri-

diagrammokban:
3 Ve T2
p3 In {1+ 21 =2 212
wy +p Wy +p

_ —lﬁVTT?’j\rg/? dple ( ( )>_p2/(1AT2)]

3p /\T2
In
3 w2 + p

= ZZT‘*}\W?/ d 2(1n(1+ )— D+ ()
= Vopayar (A?). (10.5)
127

In Zlgy =

Itt az infravérosben divergens tagok (az n = 0 médusok) adjak az  (A\%/?) tagot,
mig az n # 0 médusok (\?) és magasabb rendii jarulékokat tartalmaznak. (Fel-
hasznaltuk, hogy

/0 d *MIn(*+1)-In *— 7]=

1 2
{—[ In( 2+1)— = >4+2 —2arctan
3 3
3 3
e 3]
9 0
ST im(le ) -t
3 ¢ 3 °
T
-
3
ahol = pA Y21 c= (p: c)

41



Az m = 0 esetben a skalartér energidja és nyomasa az infravoros divergenciakat
is figyelembe véve:

2 3/2
_ AT 15 [ A 15 [ A
E,. = VT 30 1_§(P>+7 o) +... (10.6)
2 3/2
T 15 [ A 15 [ A
P = T% 1_§<F)+7 o) + ... . (10.7)

Az infravords divergencidk jarulékat pontosithatjuk azaltal, hogy In ZIgy kife-
jezésében II; helyett a sajatenergia magasabb rendii korrekcidkat is tartalmazé kife-
jezését haszndljuk. Pl. a sajatenergia is tartalmaz az infravorés divergenciaktol
szarmazé  (A%?2) rendii korrekci6t. Ezt a korabbiakhoz hasonléan hatdrozhatjuk
meg;:

= > (2-3)Y - N- (N —1)! = N
N=1 N=
— 19T /
A Z 27T31+H1 0
1
— 12T /
Z (2m)% w2 + g2 + IR
(10.8)

Felhaszndlva, hogy a renormalt sajdtenergia elsé rendben H?‘ = \T?, a fenti kife-
jezésbdl az n = 0 tag a kovetkezd eredményt adja a sajatenergia  (\3/?) rendii
korrekciéjara:

d

272 2+)\T2
- EA3/2T2 / q—
72 0 1+ 2
6
= —2/\3/2T2( ¢ —arctan ) (10.9)
m

Mint latjuk, most Gjabb ultraibolya divergencia lépett fel. Ennek kezelése azonban
bonyolultabb, mert a fenti kifejezés renormadlasakor a perturbédciészamités kiilonb6zo
rendjeibdl szdrmazo ellentagok keveredhetnek. &
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11 uka a elmélete. A fermionpropagator
és fermion-sa atenergia

Az el6z0 fejezetekben lattuk, hogy milyen tipikus kapcsolat van a bozonterek esetén
a particiés fiiggvény, a sajatenergia és a propagator kozott. Most a uka a-elmélet
példajan megnézziik ugyanezt fermiontér esetén. Egytttal megtanuljuk, hogyan
lehet a frekvencia szerinti Osszegzést fermionok esetén elvégezni.

uka a elmélete a nukleonok és a pionok kélcsonhatdsat irjale. Ha az izospintdl
eltekintiink, akkor a nukleonokat a 1 (z) Dirac-tér, a pionokat pedig a ®(x) skaldrtér
irja le. A kolcsonhatds

L = gyyd (11.1)
alaku.

Mivel paratlan £ esetén S¢% pératlan szami ® tényezét tartalmaz az inte-
grandusdban, ezért < S¥ >= 0, ha ¢ =paratlan. Kovetkezésképpen In Z;-hez csak
¢ paros hatvanyai adnak jarulékot a 6. fejezet szerinti perturbaciés sorban. In Z;
perturbécids sora tehat g2 hatvanyai szerint halad.

Hatarozzuk meg a particios fliggvény korrekciéjat a legalacsonyabb el nem
tin6é rendben. A hatas L;-vel definialt S; kolcsonhatasi részébe behelyettesitjik a
skalartér (2.12) és a fermiontér (4.15) Fourier-sorat. Az (¢?) rendben kapjuk,hogy

1
anQ = §<S? >0

1 B
= 30 [ dnin [ Endn Smnmn Y S ¥
’ 01405 P1P2P3P4 q1G2
.ﬁei((ﬁ-l-ﬁs—[)'l).fl—ki(w (W g—w )7
V3
.ei(@2+ﬁ4—ﬁ2)a‘:’1+i(w LW 4 —w )T

LTI [ dben(@dtran (3 de(@)

anp g
Pony (P1) Ypns (P3) ey @‘1)1/; o (D2)0 ny (1) @o, (32 €5
anp qudwan(mdwan(md(bg((f)eso .

Itt Sy a hatés szabad terek esetén:

(11.2)

So = 3P LX) 7w DOa(—7)
+832 3 Yan(®)( 5 ap(wn, B)pn (D), (11.3)
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ahol bevezettik a szabad fermiontér propagatorat:

—

o (wa, D) = VO (—wn+p) —FF-M
= yp— M, (11.4)
ahol py = —iw, + 1 a Minko ski-térben az impulzus nulladik komponense, M pedig
a fermion tomeg. Mindjart itt jegyezziik meg, hogy az egzakt fermion propagator

és a particios fiiggvény kozott hasonld Gsszefiiggés van mint a bozonpropagator és a
megfelel6 particios fliggvény kozott:

- 1 (SIIIZ[
s ) = = == 11.5
(o) =< 0 >= G (1L5)

Térjiink most ra In Z, kiértékelésére. Ehhez a kovetkezoket kell figyelembe
venniink:

1. A [dndr [ d®zid>z, integrilds
BV26(q1 + Ps — §1)6(G2 + Pa — P2) 86 +ns—ns 064 na—ns
szorzot eredményez.
2. A d®, integralok eltiinnek kivéve, ha £; = —¥y és ¢ = —@>.

3. Figyelembe véve, hogy 1 és ¢ Grassmann-valtozok, az aldbbiak érvényesek:
Jab [apw=0;  [aib [avidw=1.

Ezek kovetkeztében a fermiontér Fourier-komponenseire vett integralok akkor
és csak akkor nem egyenlék nulldval, ha

(a) ny=nz, MNg="ny, P1=7p3, D2= P4 (11-6)

(b) ny=n4, Ng=n3, P1=7ps, P2=Ps. (11.7)

Az (a) és (b) tipusi tagoknak két kiilonboz6 diagramm feleltetheté meg. (El-
tekintiink a uka a-elmélet Feynman-szabdlyainak részletes ismertetését6l.) Az (a)
tipusi tagok jaruléka:

ln Z2(a) — 2/62‘/2 ﬂ

V3 Z < &pm (ﬁl)wpm (]3'1)@0(0)1/; n2 (172)¢ n2 (172)(1)0(0) >

nipinzp2

_ %ﬂVg—lTZ/ 2P n Own,ﬁ)r

(11.8)

| —
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Itt m a bozontér témegparamétere. Az atlagolds a szabad tereknek megfelels e
sullyal torténik. A (b) tl'pusfl tagok jaruléka:

d? d3
InZyp) = ——g 5VT2Z/ DL @ P
Tr 0(wn1ap1) O(an_wnup?_ﬁl) 0(wn2aﬁ2)
1
= —= . 11.9
2 (119

A negativ eléjel annak készonhetd, hogy a fermion amplitudékat fel kellett cserélni
ahhoz, hogy eldéalljanak a propagdtorok kifejezései.

A bozon sajatenergia vatozatlanul gy van definidlva, mint ahogy skalartér
esetén. A legalacsonyabb rendi el nem tiiné jarulék hozza:

I, = (11.10)
A fermion sajatenergiat az
wnp) = (WD)t (wn, D) (11.11)
osszefiiggéssel definidljuk. Meg lehet mutatni, hogy
- (‘ﬂn ZI) (11.12)
60 /1pPI

ahol a fermionvonal szempontjabdl irreducibilis diagrammokat kell figyelembe venni.
Pl.  (g*) rendben:

o(wn,P) = (11.13)

Erdemes megjegyezni, hogy a particios fiiggvényhez a bozontér szempontjabol
nem egyrészecske irreducibilis diagrammok, mint az (a) tipustak is adnak zérustol
kilonboz6 jarulékot. Ez annak a kovetkezménye, hogy < ® > zérustdél kilonbozo
a T hoémérsékletii kornyezetben. ( Vigyazat, itt a kolcsdonhaté rendszer egyensilyi
sokasdga szerinti varhat6 érték all, nem pedig < ... >q.)

Végezetill megadunk még egy fontos Osszefiiggést, amelynek segitségével a
fermion-frekvenciak szerinti 0sszegek kiszamolhaték. Ehhez attériink a py = iw, +
véltozéra, ahol w, = (2n 4+ 1)7T. Legyen (po) egy tetszoleges fliggvény, amelynek
nincsenek pélusai a képzetes tengelyen. Ekkor az aldbbi azonossag érvényes:

T = . 1 loo+u+ d 1
n;oo (po = w, + M) = _2—7r1 / oot it Po (po)m
1 loo+u— 1
_ d s
2mi /100+u— Po (po) eBlu—po) + 1
L[ d 11.14
+o= / . ) _
271 J—iootu— Po (po) ( )



Az elsé két tag a részecske- és az antirészecske-jarulék, amelyek 7" = 0 esetén
eltiinnek. A harmadik tag fiiggetlen a homérséklettol és a vakuum valamint a véges
stirliségi, zérus homérsékletli anyag jaruléka.

x
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III. K ANT MELEKTRODINAMIKA
E ES HOMERSEKLETEN
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12 Az elektromagneses tér

Az elektromdagneses tér egyenletei, a Max ell-egyenletek az

S:/d4 _(B2- ")

—

= /d4 [ (VA® + A) — rod+%(*2—E2). (12.1)

hatésbél E , q, A és AY szerinti varigléssal kaphaték meg:

0S

W F-vA A=, (12.2)

OF

§—€ = - — I‘OtA’ = 0, (12.3)
§+at§_6(s_’75 = rot_'—E:()’ (12.4)

§A sA  6(VA)
6S 6S = 69 s
+ 00— — V—= = VE = 12.5
§AY T TTsA0 T (VA0 (125)

Az els6 két egyenletbol kozvetleniil adédik, hogy

rotF = — (12.6)

-

div. = 0. (12.7)

A hatésban a = rotA osszefiiggés kozvetleniil figyelembe vehetd, s akkor meg-
szabadulunk a mégneses indukciétél, mint fiiggetlen dinamikai valtozétol. Parcidlis
integralas utan kapjuk, hogy

/d4 [ BA- - (E2 + (r0tA)?) + Aoﬁﬁ] : (12.8)

Latjuk, hogy A° nem dinamikai véaltoz6, mert a hozz4 kanonikusan konjugélt im-
pulzus azonosan eltiinik. A° Langrange-multiplikdtor szerepét jatssza, amellyel a
hatasban a Gauss-torvény biztosithaté. A dinamikai valtozdk A és a hozzd kanon-
ikusan konjugdalt impulzus, az elektromos térerosség:

- %_ 5 (12.9)

0A

A T =0 tér general6 funkcionaljat naivan

/ [dr] / [dA"][dA%]elS (12.10)
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alakban irnank fel. Ez azonban azért nem helyes, mert a hatdsba belefogalma-
zott kényszer, amely megkoveteli, hogy a dinamikai valtozdk elégitsék ki a Gauss-
torvényt, még megenged végtelen sok fizikailag ekvivalens térkonfiguraciot. A hatds
invaridns a lokdlis U(1) mértéktranszformaciokkal szemben:

A'=A-V , AY=A419, , (12.11)

ahol (z) tetszbleges fiiggvény. Azt, hogy a fizikailag ekvivalens térkonfiguricidkat a
generdlé funkciondlban csak egyetlen térkonfiguracié reprezentdlja, ugy lehet elérni,
hogy mértékfeltételt rovunk ki. Ez a vektorpotentidl és derivédltjainak egy fiiggvénye,
amelynek megkoveteljiik az eltiinését:

F(A*,0,A%) = 0. (12.12)
Erre tipikus példa az un. kovarians mérték hasznalata:
O A" — c(x) =0, (12.13)

ahol c¢(z) tetszbleges fiiggvény. A mértékfeltételt is figyelembe véve, a generdld
funkcional:

/ [dr] / [dA]6[F)elS (12.14)

A generalé funkcionalban elvégezhetjiik a kanonikus impulzusok szerinti in-
tegralast, mert az Gauss-tipusi:

/[dﬂ'i] exp {i/d% (—E'(A'%- VA% — %EZ)} =
exp{—i/d4x%(2+ ﬁAO)Q}. (12.15)
Ezt felhasznalva, a general6 funkcional az alabbi alakot olti:
/ [dAM5[F] exp {—1 / d'e [ (A+ V4% + Z(mtff)?] } . (12.16)

Ebbdl a kifejezésbdl fogunk kiindulni, amikor az elektromagneses tér particios fiigg-
vényét definidljuk. Eljarasunk hasonlo lesz mint skalarterek esetén volt. Az eredmény
helyességét azzal tamasztjuk ald, hogy az a fekete test sugarzasat helyesen irja le.

A particiés fiiggvény definicigjara az aldbbi munkahipotézist tessziik:
7 = / [dA,J8[F]eS, (12.17)
per
ahol az euklideszi hatéas:

S = /dT/d3 [ 0, A +iV 4,)” —%(rotﬁ)Q]

_ /0 /d% [—%FWFW] . (12.18)
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Itt megint attértiink a négy-dimenzids euklideszi tér vektoraira a t — —ir és Ag —
1A, valtozécserével. Kikotjiik tovabbd, hogy csak olyan A, térkonfigurdcikra in-
tegralunk, amelyek a 7 képzetes idoben [ szerint periodikusak.

A particiés fiiggvényt most atalakitjuk olyan moédon, hogy az 14j alak explicit
mértékinvarians legyen. Eloszor vegyiik észre, hogy a particids fiiggvény a vektorpo-
tencial periodikussaga miatt csak a 7 valtozdéban periodikus mértéktranszforméci-
6kkal szemben lehet invaridns. Jelolje a tovabbiakban az w index azokat a mennyi-
ségeket, amelyek egy tetszoleges vektorpotencialbdl kiindulva az

A;U = AZ — Viw, A‘(‘)" = AQ — aTw (1219)
azaz a
A2 = A, — B (12.20)

infinitezimélis mértéktranszformacioval allnak el6. Legyen tovabba a mértéktransz-
formécié periodikus: w(r = 0,%) = w(r = f,%). A particiés fiiggvény mostani
alakjdban nem mértékinvaridns. Mértékinvaridns azonban a hatds és a haszndlt
integraldsi mérték, ha az utébbit mint a vektorpotentidl Fourier-amplitidéi szerinti
integralok szorzatat definidljuk:

S=25%  [dA,]=[dA]. (12.21)

A particids fiiggvény mértékinvarianciajat a mértékrogzito delta-funkcional rontja
el. Helyettesitsiik ezért Z’-ben a delta-funkciondlt az aldbbi mddon felirt egységnyi
szorzéval:

1 = A[4,] / [dw]6[F¥), (12.22)

ahol [dw] az U(1) csoport folott értelmezett invaridns mérték. Ekkor a fenti egyen-
let altal definialt A[A,] funkciondl mértékinvaridns. Irjunk tehdt Z'-ben a delta-
funkcional helyére 1-et a fenti szofisztikalt alakban. Ezzel elérjiik, hogy a mértékfeltétel
tovabbra is ki van réva. Egyuttal integralunk valamennyi olyan térkonfigurdciéra,
amely egy kezdeti, a mértékfeltételnek elegettevd térkonfigurdciobdél mértéktransz-
forméciéval nyerheté. Osszuk be ezért a kapott kifejezést a ”mértéktranszformdciék
(az ekvivalens térkonfiguracidk) szamaval” , azaz a csoport [[dw] invaridns térfogatdval.

Ekkor a kovetkezo definiciot nyerjiik:
J1dw] Jper [dA,]A[A,]6[F“] exp{S}

7 = 12.23
] (12:23)
A mértékinvariancia felhasznéldsdaval a szamlalo:
/ [dw] / [dA“)A[A2]6[F*] exp{S“}. (12.24)
per
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Itt természetesen atjelolhetjiik az integrdlasi valtozét As-r6l A -re:

( / [dw]) /p dAJAA,J6F]exp{(S}. (12.25)

Ekkor latjuk, hogy a szamlal6 aranyos a csoport térfogataval, és ezért az utébbival
lehet Z-ben egyszeriisiteni. Az elektromagneses tér particios fiiggvényére igy a
kovetkezo kifejezést nyerjiik:

7 = / [dA,JA[AL]6[F]eS. (12.26)
per

Az igy definidlt particids fiiggvény valéban mértékinvarians.

A kovetkezd 1épés a A[A,] funkciondl meghatdrozdsa. Ehhez irjuk 4t az 6t
definial6 egyenletet a kovetkezé alakba:

A4, = / (w6 [Fla2]] . (12.27)
Rogzitett A, esetén F' az w funkciondlja. Térjiink 4t az w integraldsi valtozordl az

F integrélési valtozéra. Feltéve, hogy egyetlen olyan w = w[F] funkciondl létezik,
amely adott A, esetén megoldja az F|w] = 0 mértékfeltételt, irhatjuk, hogy

ATYA,] = /[dF](S[F] (clet‘i;D w>_1

W

Fo\ !

bw

A determinans nem mas mint a végrehajtott transzformacié Jacobi-determinansa.
Miel6tt tovabb lépnénk, emlékezziink vissza, hogy a particiés fliggvényben a A
funkcional meg van szorozva ¢6[F|-fel. Ez azt jelenti, hogy A-t olyan rogzitett A, mel-
lett kell meghatdrozni, amelyre F'[A] = 0. Ha azonban A, ilyen, akkor az F[A%] = 0
megoldasa w = 0. Ezért a determinanst az w = 0 helyen kell kiszamolni, vagyis

SF“(x) |
Sw(y) 7

A[A,] = det (12.29)
A gyakorlatban elegend6 F“-t infinitezimalis mértéktranszformaciok esetére megha-
tarozni. Az F“ w szerinti sorfejtésében a linedris tag egyiitthatdja a keresett funkcio-
nélderivalt, amelynek determindnsit kell kiszdmolni. Az elektromdgneses tér (a
tiszta U(1) mértékelmélet) particios fiiggvényét igy az alabbi alakban éllitottuk elé:

Z = /p er[dAu]é[F]det (5;; wé?) |w=o €°. (12.30)
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Fagyejev és Popov mddszerét kovetve a fentiekben el6allt determindnst fel-
foghatjuk, mint valamilyen Grassmann-értékli () és (x) szellemterek szerinti
Gauss-tipust integralt:

det (65(%)) :/per[d 1/d ]exp{ / dT/d3 (z) 8F“’ (m)}. (12.31)

A bevezetett szellemtér nem valddi fizikai szabadsagi fokokat képvisel, hanem csak
egy technikai segédeszkoz, amelynek segitségével a determinans konnyebben kezel-
hetd. Fontos azt is megjegyezni, hogy a megengedett mértéktranszformaciok peri-
odikussaga miatt a szellemtereket is periodikusaknak kell valasztani:

(0,7) = (8,7), 0,7) = (8,1). (12.32)

Ebben is kiillonboznek a valédi fermionterektol, amelyekre antiperiodikus a hatarfel-
tétel.

Baratkozas céljabol irjuk ki a szellemtagot kovarians mérték hasznalata esetén:
F=0,A,—c(zx)=0. (12.33)
Ekkor a mértékfeltétel infinitezimalis mértéktranszformacioé utan:

Fe = 0,A% —c(x)

= 0,A, —c(x) — 0,0,w, (12.34)
amibodl funkciondlderivalassal
OF“(x)
= —0,0,0(x —vy 12.35
&u(y) [t ( ) ( )

adddik. A hatést tehdt az

_/Oﬂdq-/d?’g; 0,0, = /OﬁdT/dsx(a“ 0, ) (12.36)

alaku szellemtaggal kell kiegésziteni. A tovabbiakban kovaridns mértéket fogunk
hasznalni.

Mivel a particiés fiiggvény altal leirt fizikai tartalom fiiggetlen a c(x) fiiggvény
onkényes megvalasztasatol, szabad a

exp {—%/@ﬂ dT/d3x02(x)} (12.37)

tényez6vel szorozni és az Gsszes periodikus ¢(z) fiiggvényre integralni. (Itt 0 < p <1
valés dllandé. Kiilonbozo értékei a kovarians mérték kiilonbozo eseteinek felelnek
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meg.) Ez eltiinteti a Dirac-delta funkcionélt a particids fiiggvényb6l, azonban meg-
jelenik az exponensben egy tovabbi tag:

[1dd exp{—% / *ir / d3x02} 5[0, A, — ] = (12.38)
exp {—/Oﬂ dT/d3x2—1p(6uAu)2} . (12.39)

Mindezeket osszefoglalva, a particiés fiiggvény az

Z = /per[d][d ]/per[dAu]exp(Se ) (12.40)

alakba frhato, ahol bevezettiik az S, e ektiv hatdst:

B 1 1 -
Se = [ dr [ #a ] {Bub - 3 @AF 40,00, )] 0240

A p =1 valasztdst Feynman-mértéknek nevezik. &

13 A feketetest sugarzas

Megmutatjuk, hogy az elektromagneses térnek az el6z6 fejezetben bevezetett particids
fliggvénye helyesen irja le a feketetest sugarzast. Annak illusztralasara, hogy Z és
a fizikai kovetkeztetések invaridnsak a mérték rogzitésének modjaval szemben, a
feketetest sugarzas képleteit levezetjiik ) axidlis és ) Feynman-féle mértékben.

) Axidlis mértékrol akkor beszéliink, ha az A3 = 0 mértékfeltételt hasznéljuk.
Ekkor a particids fiiggvény:

z = [ l44,]5(AsJdet (‘Séd?’(;ﬁ)) -

- / [dAo][d A1) [dAs]det(—85)e®, (13.1)
per
ahol felhasznaltuk, hogy
Agj = A3 — 83(4), (132)
és ebbol kovetkezden
0 A% (x)
= —030(z — y). 13.3
6w(y) 3 (,’13 y) ( )



A hatas axidlis mértékben:

1
So = _ZFMVFIW| 3=0

1 1 1
= —5(81140 - 37141)2 - 5(82*’40 - 87A2)2 - 5(83140)2

1 1 1
—5(83142)2 - —(83141)2 — —(81142 — 82141)2

(AO\

— (AO, Ay, Ay (13.4)
\ A2 }
ahol bevezettiik a
% —010, —000; \
D = —0:10, 02+ 0%+ 02 —010, (13.5)
\ —80,  —010, R+&R+)
matrixot.
A vektorpotencialt Fourier-sor alakjaban allitjuk elo:
3 1/2
A, = <V> ZAW(]B') exp{i(p% + w,7)}. (13.6)
np

A particids fliggvényben fellép6 determinanst most is szellemterek Gauss-integraljaként
fejezziik ki. A szellemtereket is Fourier-sorral allitjuk elo:

1/2
_ (5) > nld) e {i(dF + )} (137)

A vektorpotencial és a szellemterek Fourier-frekvencidi w,, = 2nnT és w,, = 2mmT,
ahol n és m tetszdleges egész. Helyettesitsiik be a Fourier-sorokat a particiés fiiggvény
képletébe:

Z = [T]d4n(@)dAu@)dAen(@ [T d m(@d w(@

1 [ Aon(?)
exp {5 2 (Aon(B), Ain(7), A2n(P) D wn, ) | Ara(P)
L \ 42.(7) )
_Z (9)Bgs m(cf)}
- [detD(wn,ﬁ)]_l/zdet(—ﬁqg). (13.8)
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Képezziik a particiés figgvény logaritmusat:
1
InZ = Indet(fgs) — 5 In det D(wy,, p)
1 1
= §Trq In(Bg3)* — §Trp In(detyD(wy, P)). (13.9)

Elemi algebrai atalakitassal adédik, hogy

detyD(wy, p) = (13.10)
(7 > —P1Wn —Pown )
det, { 8% —prwn P+ p§ + wi —p1D2 }
U\ =pown  —pipe PPApEtw? )

= 0 pi(ws +7°) (13.11)

Ezt felhasznalva,
1
—§Trp IndetyD(w,,p) = In (H Bp3 (w2 +ﬁ2)_1) , (13.12)
np
és a particids fiiggvény logaritmusdra a kovetkezo kifejezést kapjuk:

Bps
Inz = ln” =
np ﬂ3p3(w121 +p2)

= ][ (67%wn+5)7")

= v [

ahol w = |p], mert a fotonok nyugalmi tomege zérus. A harmadik egyenléség
felirasakor felhasznéltuk a (?7?) és a (?77) képleteket.

1
—5Bw—1n (1 — e_ﬁ“’)] + const., (13.13)

d3p
(2m)3

) Most megmutatjuk, hogy ugyanezt az eredményt kapjuk, ha a Feynman-
mértéket hasznaljuk, amely a kovaridans mérték p = 1 esete. Az e ektiv Lagrange-
stirtiség kovaridns mértékben:

1 1 1
L, = §Az~8$AZ~ + 2—pA083A0 + §ANV2AM
1 1 - — — — — — — -
+5 <; — 1) [400:V A + A0,V A + (AV)(VA)]
+ (82+V? (13.14)

Az e ektiv hatds a térmennyiségek Fourier-soranak behelyettesitése utan:

Sy = /Oﬂdr/d?’xﬁe
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> {—%Am@wzmn(@ = A P A7) = 5 A 7 Ay )

np
1 — —
=L Ao (PwnpiAin () — ——L Ain (9)pip; Aju (5)
p 2p
+ W2+ %) ) (13.15)

Ez a Feynman-mértékben

1 _
Se = X {—5ﬂ2(w2 + W) AL (P) + 5% (wp + w?) (D) n(;ﬁ)} (13.16)
np
alakot 6lt. A particiés fiiggvény igy Feynman-mértékben:

7 = 11 [ dAn@ e {52+ 22,0)

npy

1 d a@)d a(@exp{BwE+?) w@ @)} (1317)

A 2. és az 5. fejezet eredményeit felhaszndlva kapjuk, hogy

mz = 4[R2+ "+ e m[Rw + 5]
= - Y In[FW?+5?)]. (13.18)
np

Ez ugyanaz az eredmény, mint amit axidlis mértékben kaptunk. Most jol latszik a
szellemterek szerepe. Azok éppen kiejtik a vektorpotencidltér két szabadsédgi fokat
a particiés fliggvényben. FEz megfelel annak, hogy az elektromdgneses tér tran-
szverzalis. Abbdl, hogy a foton (renormadlatlan) nyugalmi témege zérus, kovetkezik,
hogy a hatas mértékinvarians és ebbdl, hogy csak a transzverzilis szabadsagi fokok
fizikaiak. Mértéktranszformdcié soran A, (k) — Aw(lz + k, o(K), s igy csak a vek-
torpotencial transzverzalis (E—ra meroleges komponensei maradnak valtozatlanok,
vis. csak ezek fizikaiak. Mdsrészt a szellemterek is a mértékinvariancia miatt veze-
thetok be, és mint latjuk szerepiik éppen az, hogy a particiés fiiggvénybdl kiejtsék
a nem fizikai szabadsédgi fokok jarulékat. A masodik fejezet eredményeit felhasznalva
rogton irhatjuk, hogy

2
mZ = 2Vﬁg—0T4, (13.19)

ahonnan derivalassal kapjuk a sugarzasi tér energidjat

E = VW—ZT‘* (13.20)
= Vi: :
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és nyomasat

P = T 13.21
45 ( )
Ezek az elektromagneses sugarzasi tér kvantummechanikabol és statisztikus fizikabol
jol ismert képletei. A bevezetett particios fiiggvény tehat a kolcsonhatds mentes
elektromégneses teret helyesen irja le. Ezért azt fogjuk tovabb altalanositani a
kvantumelektrodinamika és a nem-abeli mértékelméletek esetére. &

14 vantumelektrodinamika

A kvantumelektrodinamika particids fiiggvényéhez tigy jutunk, hogy az elektromagneses
teret leird hatast kiegészitjiik a szabad elektronteret és az elektromégneses tér és az
elektrontér kozotti kolcsonhatdst leiré hatastagokkal:

S = Sy+ 5, (14.1)
ahol
So = S, + /0 ’ / Brp(—~°8, + 7V — m + uy°), (14.2)
a hatds szabad terektol szarmazé tagja és
S; = /0 ’ dr / Pa(—ep Ap) (14.3)
irja le a kolcsonhatast;
A = 714, — FA. (14.4)

A hatasba behelyettesitjiik a térmennyiségek Fourier-sorat. Ekkor kovaridans mértéket
haszndlva a kévetkezo eredményre jutunk:

So = —iB8Y Waum(k)( o (Wrms F)aptpm (k)
=3 2 6 0P Aun ()45, 9
+522 ()_l(wn,‘jjin(‘j) n(Q), (14.5)

ahol bevezettiik a szabad elektrontér
o = (it p) = Tk —m
¥ —m, (ko = —iwp, + 1) (14.6)
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a szabad elektroméagneses tér

—1 2 1 P pupu) 14
uy o p v ’ J
( 0 ) (gu p2 ( )

és a szellemtér
o = wpt+q’ (14.8)

inverz propagatorat. A fentiekben w,, = (2m + 1)77T és w,, = 2naT, py = iw, és
—p? = w2 + p?, és p jeldli a megmaradé elektromos toltéssel kapcsolatos kémiai
potencidlt. A hatds kdlcsonhatasi tagja:

SI = _eﬂ?)/g Z z /YuAun(m"Zm(E)wm—kn(ﬁ_*_ E) (149)

np m

Az In Z; perturbacids soranak Feynman-diagrammokat feleltethetiink meg:

1. Bels6 fotonvonal:

d3p
—>TZ/ G o (14.10)
2. Bels6 elektronvonal:
d3p
3. Vertex:
— —evh. (14.12)

4. art fermionhurok mentén a spinorindexekre a haladés sorrendjében spurképzés
van.

A vertex és a befuté fotonpropagator egyik Lorentz-indexét kontrahaljuk.
Minden diagrammnak megfelel6 képletben fellép egy SV tényezd.

Minden zart fermionhurok egy (—1) tényezét hoz be.

N o

Az egyes diagrammokhoz tartoz6 kombinatorikai faktorok azon 1/2 szorzékbol
adddnak ki, amelyek minden olyan esetben fellépnek, ha két rogzitett vertex
kozott legaldbb két fermionvonal teremt Osszekottetést (lehet még egy har-
madik fotonvonal is). Ugyancsak 1/2 faktor jelenik meg minden egy adott
vertexbol kiindulé és oda visszatéré fermionvonallal kapcsolatban. Az elmon-
dottakban csak olyan eseteket kell nézni, amikor a fermionvonalak mentén
nincsenek az emlitetteken kiviil més vertexek.

o8



A particiés fiiggvény legalacsonyabb rendi el nem tiné jaruléka:

1 1
Inz, = —= - . 14.13
N 4o 9 +4 ( )
A kovetkezo jarulék negyedrendii:
1
Inz, = - - +Z
1 1

= - = ) 14.14
+3 3 (14.14)

Konnyen beldthatjuk Furry tételét, hogy a ”békalencsét” tartalmazé diagrammok
jaruléka zérus:

= 0. (14.15)

A spirképzés soran csak a gamma-matrixokban kvadratikus tag nem tiinik el. Ez
azonban az impulzusban linedris, s igy az impulzustérre torténo integralaskor ad
zérust. A tétel valdjaban altaldnosabban is igaz: minden olyan zart fermionhurok
jaruléka zérus, amely mentén pératlan szdmu vertex helyezkedik el. Furry tétele
miatt In Z5-hoz csak az elsé diagramm, In Z4-hez csak az els6 harom diagramm ad
zérustdl kiilonbozo jarulékot. s

15 A fotonpropagator és
a polarizacios tenzor

A szabad fotonpropagétor inverzét a

_ 1- P PuPv
1 _ 2 7
0w = D <6W+—p = ) (15.1)

osszefiiggéssel definialtuk euklideszi valtozékban: p? = p2 + §2, py = w, = 27nT. A
fotonpropagatort ezek utan

Pubv
ow = A (6,w + = ) (15.2)
p

alakban keressiik. Felhaszndlva, hogy tetszdleges p, euklideszi impulzus esetén:

aluy ov — 6[1 ) (153)
adédik,hogy A = —1/p?, = —(1—)p) és
1 Pubv

o = —P <6NV — (1 — p)7> . (154)
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Minko ski-vatozékban a megfelel$ osszefiiggést a py = iw, bevezetésével kapjuk:

1

_ DPuPv
Oy = E (guv +(1 -0 p? > ’ (15.5)

ahol most p? = p2 — p? = — (w2 + p?).
A teljes fotonpropagatort a kovetkezoképpen definidljuk:
uu(fla 1, -an 7—2) = < Au(fla Tl)AU(fZJ TQ) >, (156)

ahol az atlagot a kolcsonhaté rendszer makrokanonikus sokasdga szerint képezziik.
Ennek Fourier-transzformaltja

w(Wn, D) = B < An(PA, (=) >, (15.7)

ahol felhasznéltuk, hogy a fotonpropagétor csak 7 — o és &) — T fliggvénye (eltolasi
invariancia), valamint behelyettesitettiik a vektorpotencidl Fourier-sorét.

Hasonlé kapcsolat all fenn a fotonpropagdtor és a kvantumelektrodinamika
particids fiiggvénye kozott, mint skalartér esetén a propagdtor és a particios fliggvény
kozott. Ezt megkaphatjuk, ha észrevessziik, hogy a particios fiiggvénynek a szabad
fotonpropagatort tartalmazo részében az exponens (1d. 14. fejezet)

1 - *
562200 0w (©ny ) Apn () A3, (7). (15.8)
2
np
Ebbol kovetkezik, hogy
6lnZz _ 1, i s
st = oz [ A AP
1
= _§ v (15.9)

A szabad propagéator és az inverze kozotti kapcsolatot varidlva

§ ou( oD)v = = 0ub( o) (15.10)
adodik, ahonnan
5 0w = =( ¢ ub ou( oY) v (15.11)
Ezt felhasznalva,
1 — —
bz = 3 o) ub ou(o)v w (15.12)
np
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és a teljes fotonpropagéator:

0w 5 0 0 v- (1513)

Ez a 8.fejezetben skalartérre levezetett Osszefiiggés analogonja.

Ugyancsak a skalartér esetéhez analég médon a fotonsajatenergiat az

O = ( Dw=( 0w (15.14)

osszefiiggéssel definidljuk. Ezt szokds polariziciénak is nevezni tekintve, hogy a
vakuumpolarizdciéval kapcsolatos. (Elektron-pozitron par virtudlis keletkezését és
szétsugarzasat irja le. A lényeges kiilonbség a skalartér sajatenergidjaval szemben
az, hogy a foton sajatenergidja Lorentz-tenzor. Raadéasul nem is mértékinvarians.
Tekintve, hogy a particiés fiiggvény perturbéacidés sora e? szerint halad, a polarizacié
is e? szerinti perturbaciés sorral allithaté elé:

=31l (15.15)

(Elhagytuk a tenzorindexeket.) fgy a kolcsonhatasban negyedrendii tagokkal bezardlag:

-1
= ( o'+m)
(1+ o)™
0— 0H2 0— 0H4 0—+2 0H2 0H2 0o+ --- (1516)

Masrészt a particios fliggvény segitségével irhatjuk, hogy

611’1Zg

= 0+2 o), 0 (15.17)
T 00
Ezt osszehasonlitva az el6z6 sorral, kapjuk a polarizacié kiillonbozé rendii tagjait:
0ln Z.
H2 - —2 22
6 o
1
= —1—5 , (15.18)
In Z.
H4 == —2611 1 2H2 0H2
6 o
= +2 +2 2 L
N 4
+2 L (15.19)
2 2 '
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Itt felhaszndltuk, hogy a funkciondlderivalt kétszerese a zdrt diagramm egy fo-
tonvonaldnak megszakitdsdval abrdzolhaté (hasonléan mint skaldrtér esetén) és az
utolsé egyenléségben a 2-es faktorok azért 1épnek fel, mert két fotonvonal is megsza-
kithaté. Latjuk, hogy a nem egy foton irreducibilis diagrammok II4;-ben kiejtik
egymast. Ez hasonléan megtorténik a magasabb rendekben is. Végiil tehat a po-
larizaciés tenzor és a particiés fiiggvény kozotti Osszefiiggés:

In Z
M, = _(2511 I) . (15.20)
O 0w /1PI

16 A ard-Takahashi azonossag

A fotonpropagator tulajdonsagait fogjuk el6szor vizsgalni. A szabad fotonpropagator
kielégiti az alabbi azonossagot, ami a definicié alapjan kozvetleniil belathato:

Ky owl(wn, k) = pk,/k% (16.1)

A teljes fotonpropagator is kielégiti ezt az azonossagot, ami az alabbi  ard-Takahashi
azonossag kovetkezménye:

- =

ku Ouu(wmk) = ku /u/(wnak)- (162)

Ez az azonossiag a kovetkezoképpen lathatdo be. FEgészitsiik ki a particios
fliggvényben szereplo hatast kiilso forrastagokkal:

Zin, | = [ldgllaylaAlld Jid |
exp {S + /Oﬁ dr / d*x(y + m + uAu)} (16.3)
Tekintsiink egy w(z) paraméteril infinitezimalis mértéktranszformaciot:
by, G e,

A, — A+ 0w, - - . (16.4)

Az ttintegralban haszndlt integralasi mérték mértékinvarians. Ezért a particids
fuggvény megvaltozasa infinitezimalis mértéktranszformacié soran a hatas

/0 ’dr / &z [;—p&(auAu)Q 47 80+ 60+ u&Au]
= /ﬁ/d?’x F(OMA“)(&,&M) + iwny — iwyn + ,ﬁ“w]
0 p
6. [ 1 L
- /0 / &x [—;(ayay)(auAu) + i — i + 0, u] v  (16.5)
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megvaltozasabodl szarmazik. Mdsrészt viszont a particids fuggvény mértékinvaridns,
ligyhogy

0 = g = [l ] )

8 —
exp S+/0 ar [ da(im + iy + MAM)}
1 . T
—20.0)0,4,) +i16 ~30+0, .. (16.5)
Ez az egyenloség generdlja a  ard-Takahashi-azonossagokat. Utébbiak koziil csak

egyet fogunk most beldtni, amelyet a fejezet elején emlegettiink. Ebbdl a célbdl de-
rivaljuk a generdlé azonossagot  (y) szerint, majd tegyiik zérussa a kiilsé forrasokat:

0 = [lad)idy]ldAlid id |

1
exp {5} [—;(&@)x(aﬂflu(m))z‘l (y) = (9 )ab(z —y)| .  (16.7)
Innen
0 = (00,)s(0u)e < Au(z)A (y) > +p(0 )ob(z —y) (16.8)
adodik, amit Fourier-transzformalva kapjuk a kivant azonossagot:
—k’k, (wn, k) 4+ pp =0, (16.9)
azaz,
- pk
ku W (wn,k) = F = kll op - (1610)

sak megjegyezziik, hogy magasabb rendii parcialis derivaltakat képezve, valamint a
fermionterek forrdsai szerint derivlva a generdlé azonossdgot, tovabbi azonossagokat
nyerhetiink a Green-fiiggvényekre.

A fenti azonossag kovetkezménye, hogy
kuky, w = p. (16.11)
A fentieket felhaszndlva belatjuk, hogy a polarizacié transzverzalis:
kL, = 0. (16.12)
Tekintsiik a fotonpropagatorra vonatkozé
w = owt opll v (16.13)
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egyenletet és szorozzuk meg k,-vel. A  ard-Takahashi azonnossdgot figyelembe
véve

k;u OuH v = 0; (1614)
AZaZ
k
pll v = 0, (16.15)

adddik, ahonnan kapjuk a bizonyitani kivant azonossagot.

A tovabbiakban meghatarozzuk a propagator és a polarizacio tenzorszerkezetét.
Vezessiik be a k,-re négydimenzids értelemben ortogonélis altér

_ kMR

o 12

(16.16)

projektorat, valamint ebben a haromdimenzids altérben a k-ra meroleges altér Pr,,
projektordt és a k irdnyu egy-dimenziés altér P, projektordt:

kik;
Pryy=Pry=Pri=0, PTZ']-=(5,~J-—]_€,—2], (16.17)
k.k,
P =6 — 2—2 — Pr . (16.18)

Elemi szamoléssal lathatok be a kovetkezé tulajdonsagok:

P,P ,=P b, Pr, Pr ,=Pr,, (16.19)

Pr; Pr j = Prg, P, Pr, =0, (16.20)

kuPr = kP 1, =0, kiPr; =0, (16.21)
Pr,,=Pri=3-1=2 P, =4-1-Pr, =1 (16.22)

Mivel I1I,,, ortogonalis a k, euklideszi vektorra, azért teljesen altalanosan
U, = Pru+FP , (16.23)

irhaté. A T = 0 hémérsékletli vakuum esetén a rendszer Lorentz-invarians, azaz

kuky,
H;u/ 6;1,1/_ 22 (1624)
ami azt jelenti, hogy ekkor F(k?) = (k?). Véges hémérsékletii és kémiai po-
tencidli kozegben a Lorentz-invariancia megsériill. Ha = (1,0,0,0) jeloli a kozeg

négyessebességét a kozeg nyugalmi rendszerében, akkor a nyugalmi rendszerben F
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és  fiigghet k = ks-t8] és |k|-t6] és két fiiggetlen fiiggvény. Megmutatjuk, hogy
ilyenkor a polarizdciénak két fiiggetlen komponense van, [l és 11;. Egyrészt

EQ
Iyy = Prau+P u= Fﬁ’ (16.25)
ahonnan
k2
F == ﬁH;M, (1626)
masrészt
2
My = Pra+FP ;=2 + %HM, (16.27)
ahonnan
1 w?
= -G — =21a ) . 16.28

Végezetiil kifejezziik a fotonpropagdatort a transzverzalis és longitudindlis pro-
jekcio tenzoraival:

kyk,

( _1)1111 = APT j11% + P ny + ? (1629)
A szabad fotonpropagétort az
—k2?

valasztassal kapjuk. A polarizaciés tenzor definiciéjat és tenzorszerkezetét felhasznalva,
a

k?\ k,k,
(=D = AP (0P s (45
p) k?
= Pr,+FP , (16.31)
azonossagra jutunk. Innen:
k2
A= — kK =F -k = —. (16.32)
P
A fotonpropagator inverze tehat:
_ kyuky
( YD = ( =kK)Pru+F-K)P ,, — :, (16.33)
amelyet invertdlva megkapjuk a fotonpropagdtort:
1 1 p kuk,
jn% = kaPT j17% + m uy ﬁ k2 . (1634)

(A fenti eredmények egyensiilyi rendszerre vonatkoznak. Ha nincsen egyensily
a rendszerben és emiatt konvektiv részecskearamlas van, akkor a tenzorszerkezetben
az anyag lokalis nyugalmi rendszerének négyes-sebessége is fellép.) =
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17 A kvantumelektrodinamika particiés fliiggvé-
nyének kicserélodési korrekcié a

A kvantumelektrodinamikaban a particios fiiggvény legalacsonyabb, mésodrendii
korrekcidja:

1
lIIZQ = —5
1 d? d3 d*k L
= 3¢ | Gt e = T F)
3 p+m 1 qd+m
TS BT [wpz - =e| B (T8

Itt Feynman-mértéket (p = 1) és Minko ski-véaltozékat hasznaltunk: py = i(2n, +
DaT+p, g = i(2ng+1)mT+p és ko = i2n «T. Az (?7?) kifejezést szokds kicserél3dési
korrekciénak nevezni, mert 7" = 0 esetén abbdl szarmazik, hogy két, Fermi-tengerben
levo részecske impulzust cserél.

A fenti korrekcié kiszdmitdsdnak fébb 1épései a kovetkezok:

1. A spur kiszamitasa.

2. A Kronecker-deltat atirjuk integralalakba és az integraldst elvégezve expo-
nencialis fiiggvényekkel fejezziik ki.

3. Egymastol fiiggetleniil elvégezziik a frekvencidk szerinti 6sszegzéseket a korabban
megismert vonalintegralok médszerével.

4. A kapott eredményben kiilonvalasztjuk a betoltési szamokban kvadratikus,
linedris és az azoktdl fuggetlen tagokat.

Mint majd latni fogjuk, az eredmény ultraibolya divergencidkat tartalmaz. A renor-
mal4st most is annak mint4jara végezziik, ahogy a A®* elméletben tettiik. Egyrészt
a (?7) kifejezésbél elhagyjuk azokat a tagokat, amelyek a rendszer energidjahoz T-
t6l és u-tol fiiggetlen jarulékot adnak, mert ezek a vdkuum energidjat modositjak.
Masrészt kivonjuk a kicserélodési diagrammbél azokat a diagrammokat, amelyeket
ugy kapunk beldle, hogy az egyes részecskevonalakon megjelend sajatenergias betét-
részeket a T' — 0,  — 0 limeszben vessziik:

1
nzZR = =1 —9 - )
= InZy +1InZy +1n Z,,. (17.2)

Léassunk hat neki a fent leirt médon In Z, kiszdmoldsanak.
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1.

Az

Tryky” = 4™ (17.3)
TrytaPyy = 4(g"g" +¢" 9" — 9" 9" ). (17.4)

azonossagokat felhasznalva kapjuk, hogy
Tr[y"($+m)y (4 +m)] = 8(2m* —p-q). (17.5)

A k szerinti integralds konnyen elvégezheté a hdrmas-impulzusokra vonatkozé
delta-fliggvénynek koszonhetden:

1 , [ d°p diq
m7, = —pve [ (27) (2r)?
8(2m* —p-q)
'T3 n ,n +n ) 17.
nnzn 56 e k2(p2 - m2)(q2 - mZ) ( ’ 6)

ahol k? = k% — (5 — §)*
Figyelembe véve, hogy p°, ¢° és k¥ diszkrét frekvencidk, s igy
—exp{f(k* +¢" - )} = 1, (17.7)

a kovetkez6 azonos atalakitast végezhetjiik:

Bbuin = o8 +0" — )} [ dbexp{olr’ — oK)
_exp{B(k° + ¢° — 1)} — exp{B(° — p)}
- po _ qo — k0 :
(17.8)

Vezessiik be az

0 0 1.0 2m’ —p-q 0, 0 0
(", ¢° k") o exp{B(k° + ¢° — 1)} — exp{B(° — n)}]
(17.9)
jelolést. Segitségével In Z, az alabbi alakba irhaté:
1 d®p dq
nZ, = —-8Ve? /
fa2 29V | Gry @y
0%, kO)
(8 T3 (¢, _
( )nnzn ]{:2(p2 - mQ)(q2 - m2)
(17.10)
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3. A frekvencidkra torténo kontirintegralos Gsszegzés elénye, hogy az egyes Osszegek
egymastol fiiggetlenill elvégezhet6k. Kezdjik az n, szerinti Osszeggel. A (?7?)
szabalyt alkalmazzuk az

@) = @)@ —m*)" (17.11)

helyettesitéssel (egyszeriliség kedvéért -ben csak az Gsszegzés szempontjabol
érdekes valtozét tlintettiik fel):

T Z (pO)

n p2 —m? -
_ 1 / Lo+t a0 ) 1
21 Jdootut  p? —m? exp{B(p° — )} +1
__}_l/4w+~— a0 @) 1
2mi Joiootp—  p? —m? exp{f(p—p°)} +1
loot+u— 0
+2im /iow dpoz%- (17.12)

Az elsé tagban az integralds utjat bezarhatjuk a jobboldali félsikon futé végtelen
sugaru korivvel, mig a masodik és a harmadik tagban ugyanezt a bal oldalon
tehetjik meg. Ezutdn a reziduum-tételt alkalmazzuk figyelembe véve, hogy

(p°)-nak egyszerti pélusai vannak a p° = +E, = +/m?+ p? helyeken.
Ugyeljiink r4, hogy 0 < p < E, és E, < p egyarant eléfordulhat.

- p2 _ m2
1 . (B, 1
"o SR b B E, — 1O )
—L(Qm) l (—E) 1
27i —2E, exp{f(p+E,)}+1
(Ep) 1 B
2E, exp{f(p—Ep)}+1 Ol Ep)]

+- (o) [ Ch) (E”)@(N_E,,)]

2m —2E, 2F,
- 2(52)"(70) + %fﬁ) ORSE (17.13)

Itt bevezettiik az elektron és pozitron betoltési szamokat:

1

0 = B E A T

(17.14)
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Természetesen az n,-ra vald Osszegzés teljesen hasonldéan végezhetd el:

Tnzqzﬁlr)rﬁ:

%Z)n(q) + (=Fq) [n+(q) — 1] , (17.15)

ahol E; = vm? + ¢2.
A fotonfrekvencidkra a (??) szabaly segitségével Osszegezhetiink az (k%) —
(k%) /k? helyettesitést haszndlva:

Y U
1 /ioo Ak (x°)

27Ti 7100 k2
1 floot (K% + (—k9) 1
— dk® ) 17.1
27i /ioo+ k? exp(Bk%) — 1 (17.16)

Az els6 tagban az integraldsi konturt a komplex sik bal oldalan végtelen
sugaru félkorrel zarjuk, a masodik tagban ugyanezt a jobb oldalon tessziik.
A reziduum-tétel felhaszndlasa utan az alabbi eredményt kapjuk:

ry 0

W)

_Qw

N(w) — % [N(w)+ 1], (17.17)

ahol w = |k| = |p'— ], és N(w) a fotonokra a betoltési szam.

A (?7), (??7) és (77?) eredmények segitségével a particiés fiiggvényben szerepld
0sszeg a

0o 0 kO)
[ — _8T3 (p ' q
nnzn kQ(pZ - mZ)(QQ - m2)

_ 5 { n”(p) { n(q) { %(w) (LE,, +E, +w)

Equw 444 n* (p) —1 n+(Q) -1 (w) +1
(17.18)

alakot Olti.

. Most mér ”csak” az van hétra, hogy a kapott eredményt egyszeriibb alakra
hozzuk. Ehhez sorra vesszitk ' ' egyes tagjait:
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n”_(p)n_(q) tag:
N(w) (Epﬂ Eqaw) + (N(w) +1) (Epa Ey, —w) =

2 ——
2m” — EypEq + P {eﬂ(““r —n) _ B —u)} 1

B, — B, —w efo — 1
2m? = BBy + 57 f p-wr - _ 50 i) "
—ut - Al - . (1719
E,— Byt w {e ¢ Vo (1719)

Arra fogunk térekedni, hogy a jobboldalt kifejezziik 1/n~(p) és 1/n™(q) segit-
ségével. Hozzunk kozds nevezore. Felhaszndlva, hogy

. 1, 1., 1,
2m? — E,E,+p§ = 2m* — E,E, — §(p—(j)2 + §p2+ §q2
1 1 1
= 20’ — BBy — 5w’ + S By + S B —m’
1 1
= m?+ 5(E,, — E,)? - §w2, (17.20)
kiemelhetjiik a
o9m? — E,E, + p7 1 2m?
W Bl P 2 i +1 (17.21)
(Ep — Eg)* —w? 2 [ (Bp — Eg)? — w?

tényez6t. A mdésik tényezé szamldléjdban kilénvélasztjuk az (E, — E,)-val
és az w-val ardnyos tagokat és gy egészitjiik ki oket, hogy a szdmlaléban E,
és E, csak az exp{3(F — u)} +1 = 1/n~ alaki kifejezésekben forduljon elé.
Ekkor kapjuk, hogy:

N(w) (Ep, Egw) + (N(w) +1) (B, By, —w) =

2 [ gt B P (P )
"y (nl(q) + nl(p) - 2) } . (17.22)

Ennek a tagnak a jaruléka tehat ' ’-hoz:

e

1 e’ +1
—n E —FE)— '~
n (p)ZEquw |f()+( p Q)eﬁw_I]
1 e’ 4+ 1
—-n~ —(E,— E,))———| ;. 17.2
n (Q)QEquw l‘*’ (Ep q)eﬁw_ll} (17.23)

Hasonléan jérunk el a tobbi tag esetében is. Az (n*(p) — 1)(nt(q) — 1)-gyel
aranyos tag egyiitthat6jat kifejezziik (n(p)—1)~! és (n*(q)—1)~" segitségével,
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az (n*(p) — 1)n~ (q)-val ardnyos tagét (n*(p) — 1) !-vel és 1/n(g)-val, stb.
Az egyes tagok jaruléka ' '-hoz:

(0" (5) — (0" () — 1) tag;
l(Ep oyt 1] {”+(p)”+ D55

e’ +1
efv —1

1
2E,E,w
1
2E,E,w

—n*(p)

lw + (E, — E,)

—n"(q)

lw — (B, - Eq)zg%ﬂ } (17.24)

(n"(p) — 1)n"(q) tag:
2
s e A LR
1 ef +1
2E,E,w ePw — 1]
1 efv 41
2E,F,w ebv — 1]

W g [t (Bt B

—n" (q)

1
2E,E,w

o (BB

+

l—w +(E, + Eq):j:%ﬂ } . (17.25)

(n~(p) — 1)nt(q) tag: az el6z&b6] p és g felcserélése révén kaphaté meg.

Amikor a fenti jarulékokat Osszeadjuk és p’ szerint integralunk, akkor lesznek
olyan tagok, amelyek
Ep + Eq Ep - Eq

(s~ 0B s s (g, D] (470

alakl integrandust eredményeznek. Ez az integrandus p’ paratlan fiiggvénye,
s igy integrdlja zérus. Ennek belatasahoz tegyiik a kovetkezoket. Hozzunk
kozos nevezdre a szogletes zardjelen beliil. Mivel

E2=m?+q*=m?+ (7 — k)? = B2 + w® — 2k, (17.27)
a kozos nevezo:
(E? + E? — w* + 2E,E,)(E: + E? —w* — 2E,E,) =
= (2E2 — 2k + 2E,E,)(2E? - 2pk — 2E,E,)
= AE) + 4(pk)? — 8EZpk — AE2(E? + w? — 2pk)
= —4E%w* + 4(pk)*. (17.28)
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A szogletes zardjelen beliili kifejezés szamlédldja elemi szamolds utan —4EqﬁE,
ahonnan latszik, amit bizonyitani akartunk.

Végiil az integralds utdn zérust adé tagokat elhagyva a (?7), (?7?) és (?7)
jarulékok osszege:

= l(Ep —2EWZ)22 — 1] (o (@ e o) (@)

+Ep1Eq l(Ep +2En:)22 2" 1] (n*(p)n~(q) +n~ (p)n" (9))
2n(p) 1 1 2m? E,+w

TE, l_fq o T B (B twp- E;]

AN
4N (w) 2m?

- Epw [(Ep + Eg)? — w? i 1]

+{5-tél fiiggetlen 4ll. }. (17.29)

(Az utolsé el6tti sorban kihasznaltuk, hogy a kifejezés p-ben és ¢-ban szim-
metrikus. A particids fiiggvény ezekszerint:

d*pd?q , ,
(2m)

1
7z, = SpVe / (17.30)

Az igy kapott kifejezés még ultraibolya divergencidkat tartalmaz. Az elmélet
renormalasa ugyanugy torténik, mint az onkolcsonhaté skalartér példajan lattuk.
Kivonjuk az 0sszes olyan diagrammot, amelyet az eredetibdl iigy kapunk, hogy a fo-
ton és az elektron sajatenergias betétrészeket az osszes lehetséges modon kivalasztva
aT — 0, p — 0 hatarértékiikkel helyettesitjiik:

mzR = —%( _p - )
= InZy,+1InZy +1nZs,. (17.31)

A (b) és (c) diagrammok jarulékdnak kiszdmoldsa ugyanigy torténik, mint ahogy
az eléz6ekben jartunk el.

A (b) diagramm:

d3p d3q A3k
_ 2 2 o3 | Tors
InZy = e 5VTHZ/ (2r)3 ﬂ_,ig,l,li_)o/ (2m)3 / (27T)3TnzTnZ

) 1
(p? — m?)(¢* — m?)k?

(2m)38(p — 7~k
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exp{B(k° +¢° — )} — exp{B(° — p)}

pP°—q°—k°
= o [t S G | Gt ETE

(nfe-a-B

—2 n~(q) N(w 0

?;;{ n+(g) -1 { Ngwg +1 (p", £ B, Tw),
(17.32)

ahol
00K = —gTel(p m)t (- m))
exp{B(k° +¢° — )} — exp{B(p° — p)}
pO _ q0 _ kO
= T {Cm— f)(5+m))
exp{B(F° +¢° — )} — exp{B(° — )}
PO —q° — KO
(17.33)
A fenti kifejezés a kovetkezo hatdrértéket tartalmazza:
plim  Tel.. }(F+m) =
limTr{(Qm— 4) n(q) ln(w)eXp{ﬂ Chs E‘;O_ _“ )gq__e;{pw v~ 1 )}+
exp{f(—w + E, — p)} — exp{B(p° — )}
(@) +1) o |
+@m- ). (n*(g) - 1) ln( (B - o_fg —_e;cp{ﬂ(p —m},
exp{f(-w — W} —exp{B(° — p)}
(nfe) + 1) Pt o=\ )

(17.34)

A hatédrérték konnyen képezhetd, ha figyelembe vessziik, hogy az n,-re még nem
tortént osszegzés, igy p° = i(2n, +1)7 és ezért exp{B(p° — )} = exp{i(2n,+1)7} =
const.:

lim Tr{...}(p+m)=

B—00, u—0

Tr{(?m— 4) (zd—l-m)m
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+(2m— o)_ (¢+m)exﬁ){f(§2:’£}}. (17.35)

Felhaszndljuk, hogy
Tr(2m— ) (¥ +m) =4(2m* —p-q). (17.36)
A (?7?) egyenlGség segitségével n,-re az Osszegzést elvégezhetjiik:

TthTr{ }]d+m =

2 1
i !mZ —p- - -
Ep{[(m g Ey—E;—w

2 esp{BE, 1)) 1
+@2m*—p-q) - E,+E, +w ] exp{B3(E, — )} +1
1

—}—l(?m?_pQ) ) _Ep_Eq—w

exp{—G(E, + )}

-1
+ @2m*—p-q)- _ :
et —-a)- - | e
(17.37)
Innen azonos atalakitassal kapjuk, hogy:
p+m
TthTr{ } ppmp—
2 [2m* - E,E,+p7 2m*+ E,E,+pq _ n
= - 2 -2
E, | Epb—FE—q—w E,+E;+w [ (n (p)+n(p)) ]
(17.38)
Az elso szogletes zardjel a
Ll L, 1, 1,
Pq = 50— a)° + 59" + 54
Lo, 1o, 1.5 2
azonossag segitségével tovabb alakithato:
—2m?*(E, + w)
—F . 17.40
(B, twp—F2 ot (17.40)
fgy végezetiil:
1 d*pd3q 2
InZyy = ¢ / Z (n(p) -1
N Zgp 26 ﬂV (271') Ep (n(p) )
11 2B +w) (17.41)
w By |(B,+w)?— 2| Ew



Ha most is elhagyjuk az integralbdl a T-tdl fiiggetlen dllandét, akkor a maradék
éppen kiejti In Zy-ben a (??) harmadik sordban &ll6 tagokat.

(c) diagramm:

&k [ dPpdiy Lo
InZy = —eQﬁVTZ/ / p) (2n)26(7 — G — F)—

0 1.0
lim TZTZ p q )

B—00, p—0 )(¢? — m?)
d3k d3pd3 o L
—e BVTZ/ / o) (2%)36(]7 —-q—k) 12

{ Z+(q) N { n (p) (+£E,, +E,, kY),

(17.42)

- lim
B—00, p—0 4Equ T

ahol

00K = ST (9 (d ) (5 m)}

xp{B(F° +¢° — )} — exp{B(° — )}
PO —q° — KO
Most a hatérértékképzés sordn exp{Bk°} =const., amit figyelembe véve, majd a
fotonfrekvencidkra Osszegezve:
1

&k [ dpdq .
InZp, = —eQﬂVTZ / / ) 2m00 == g
2 fom? +Equ+pq 2m* + B, B, + pg o
EE, | Ey+E,—k  —E,— By— k0
Phi'pdq ) oo o ]
= -3 25V/ p 67~ 7~ k)75

2m? + E,E, —|— ﬁcj’ 1 N 1
E,Ew E,+E;—w E,+ E;+w

(17.43)

eﬂ“’] N(w)

+ l ! + ! eﬁ“’] (N(w) + 1)}

+E,+E; 4w +E,+E,—w
= v [ 'l o 2m” + By + 7
E,E,w
N(w) N N(w)+1
Byt B—w | Byt E,+w
Loy [t s
E,E,w
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! 2(E,E,y)
E,+E,+w  (Ep+ E;)?—w?
2

V)

_ 1 ﬂv/d3pd3q4N l( 2m

5o |G E 7t 1] . (17.44)

Itt w = [p'— ] és felhaszndltuk az utolsé egyenldség felirdsahoz a (?7) azonossdgot
(E, — —E, helyettes’és utdn). Elhagytuk tovdbbd megint azt a tagot, amely
a termodinamikai potencidlhoz const. jarulékot ad. A (c) diagramm tehdt kiejti
In Zy-ben a (?7?) Gsszeg 6tédik sordban 4ll6 tagot.

Végiil tehat a renormalt, in. kicserélodési korrekcio csak a betoltési szamokban
kvadratikus tagokat tartalmaz. A renormdlds az Osszes, a betoltési szamokban
linedris tagot eltavolitotta a particios fiiggvénybol:

Iz =
—yove [ G a1 (o @+ o @)
o o | (0@ 4 @)
N 47;(5’) @} (17.45)

ahol az utolso tagban az integralast elvégezhetjiik és irhatjuk, hogy

1 o [ d°p n(p)
—BVeT / oo B (17.46)

A fejezet befejezéseként dlljon itt a particids fliggvény kicserélodési tagja m = 0
esetén:

In ZeX 1 1 2

— L e2T2 _ 1202
3V g¢ 1 ¢ 3e¢
2 18M2T2 9/1,4
= —— |57 + e 17.47
288 [ 2 + mt |’ ( )
ahol
¢ = G+ (17.48)
és
¢ = w@p L
- o 2m " exp{f(p—p)}+1
T? [ dx (z + (p)
- et S ol s 17.49
272 /—ﬂu et +1 7 ( )
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>~ dp 1

S A e RIS
_ T_Z/“’d:v (z — Bu)
o2 Jg et +1
_ T_Z/“dx (z — Bu) _T_Z/ﬁ“dm (x — Bp)
o2z )y er+1 212 Jo er*+1
T? feody (z—pu) T? [0 1
I A I O L,
27r2/0 e+ 1 +27T2/ﬁux(x+ﬂ'u)< e + 1
(17.50)
ugyhogy
¢ = ¢+
T2 o dx 2z 0
= — d
272 (/0 et +1 + /ﬁu v (@ +5,u)>
T2 ﬂ'Q
= 4+ 17.51
12 + 472 ( )
X
1 nfravoros divergencia a

kvantumelektrodinamikaban

Naivan azt varnank, hogy a csatolasi allandéban kvadratikus kicserélodési jarulékot
kovetden a termodinamikai potencidl perturbéciés sordban az  (e*) tagok kovetkeznek.
Mivel azonban a foton csupasz nyugalmi tomege nulla, ezért a kovetkezd jarulék
T > 0 esetén (e®) rendii, T = 0, u # 0 esetén pedig (e?lne?) rendi. A helyzet
és az ok hasonl6 mint az onkolcsonhaté skalartér esetén lattuk.

Tekintsiik a gytiridiagrammok jarulékat a termodinamikai potencidl térfogati
stirtiségéhez:

InZ
_Wgy = + +...
_ %T;/%{ln[l-l— 0 (D)TLu(B)] = 0 (k)T (k)}

(18.1)

Hasznaljuk fel a 16. fejezet eredményeit a fotonpropagator és a polarizaciés tenzor
szerkezetére vonatkozdan, ekkor:

0w (B, (k) = %( Py, + FP uu)=;—21(2 + F). (18.2)

7



Itt k2 = —(27Tn )2 — w? és w = |k|. A gyfirlidiagrammok jarulékat (a per-
turbacidszamitds adott rendjéig véve figyelembe a polarizaciét) a kovetkezéképpen
irhatjuk:

InZgy
BV
P
+In (1 - F(Z;w)> + F(:;w) } . (18.3)

A legfontosabb, amit észrevehetiink, hogy ez a jarulék mértékinvaridans, mert oIl
is az.

Az infravoros divergenciak elkiilonitése T > 0 és T = 0, u # 0 esetén masképpen
torténhet. Vizsgdljuk elészor a T > 0 esetet. Kiilonvalasztjuk az n # 0 tagokat,
valamint az n = 0 tagokbdl levonjuk w — 0 értékiiket majd ugyanezt hozzdjuk
is adjuk. Az utébbi tagok kivételével F?, ? rendig sorbafejtiink. Ha F és  e?
renddel bezdrélag pontos, akkor a sorfejtésiink e* rendig veszi figyelembe a tagokat:

_angy _
BV
d3k 1 2
- /(%)3 nzolﬁJ“E(ﬁ) TR (e)]
F 1(F\> 1F
i) TaeEt @)

)

—~~
o
ja)

~—

/\/\
€
N

+1In <1 + F(0;0)> _ 0)] . (18.4)

A polarizaciés tenzor kiszamolasaval meghatarozhaté F' és  konkrét alakja. Ezt
mi most nem fogjuk megtenni. A tovabbiakban csak annyira lesz sziikségiink, hogy
hogyan viselkedik F' és  az w — 0 hatdresetben:

e % dp

FOw=0 = 5 F 0+ E5) (n*(p) + 1~ ()
—moo €2 (T? + ,u27r2> , (18.5)
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(0,w—0) = 0. (18.6)

Ha tehat a polarizécié elsé el nem tiiné rendi tagjait vessziik csak figyelembe, akkor
a gytiridiagrammok egy (e) rendii jarulékot és egy infravoros divergencidkat
felosszegzo jarulékot tartalmaznak, amely a kovetkezo alaki:

anIR o 1 o dk k? w?
Ty T 2T/0 272 lln<1+F(0,o)>
w? F(0,0)
IR w5

Ha bevezetjilk az  F~'/? véltozét, akkor ugyanazt az integralt kapjuk eredményiil,
mint amellyel mar az 6nkolcsonhaté skalartér infravoros divergencidinak vizsgalatakor
dolgunk volt. Az ottani eredményt felhasznélva:

3/2

Inzig _ TF(0,0)¥ - (18.9)

1'% 127

A T = 0 esetben az infravoros divergencidk jarulékat masképp kell levalasztani,

mert az w, fotonfrekvencia T = 0-n folytonossa vélik. Hosszadalmas matematikai

elemzés utdn a korrekcié  (e*Ine?) rendiinek adédik. Ha m = 0 (az tn. ultrarela-
tivisztikus hataresetben), akkor:

= . (18.9)

1 Altaldnos meg egyzések a renormalasrol

1. Koénnyen plauzibilissé tehetjiik, hogy a véges homérséklet és kémiai potencidl
nem eredményez ujabb ultraibolya divergencidkat a térelméletben. Ezért a
térelméletet T' = 0 hémérséklet és 1 = 0 kémiai potencial mellett kell renormalni,
s akkor az tetszOleges homérséklet és kémiai potencidl esetén renormalt lesz.
Az egyik lehetséges argumentacié a kovetkezo. Képzeljiik el, hogy sikeriilt
a renormalt 7" = 0, p = 0 elméletben a zart rendszer Osszes staciondrius
allapotanak F; energidjat meghatarozni. Akkor az dllapotosszeg a Boltzmann-
faktorok

Z = Z exp{—fBE;} (19.1)

79



Osszege. Az Osszegzés soran természetesen semmiféle ultraibolya divergencia
nem léphet fel. Azok az energiasajatértékek kiszamolasakor 1éptek fel és lettek
eltavolitva a T' = 0 elmélet renormaléasakor.

Nézziink most egy masik lehetséges érvelést. A véges hémérsékletii terek
elméletében a particiés fiiggvényhez jarulékot adé diagrammok a diszkrét bozon-
és fermion-frekvencidkra Osszegzést tartalmaznak. Ezek az Gsszegek a kon-
turintegralok maédszerével egymastdl fiiggetleniil kiszadmolhatok. Az Osszegzés
eredménye - mint az a (?7?) és (?7) osszefiiggésekbdl jol 1athato - tartalmaz egy
vadkuumjarulékot, amely fiiggetlen a hémérséklettol és a kémiai potencidltol.
Az Gsszeg ugyanakkor tartalmaz olyan tagokat, amelyeknek integrandusa a
betoltési szamokkal aranyos, az in. kozegtagokat. Az ultraibolya divergenciak
a vakuumjarulékok impulzus szerinti integralasakor lépnek fel. A kozegtagok
impulzus szerinti integraldsa nem eredményez sohasem ujabb ultraibolya diver-
gencidkat, mert a betoltési szamok nagy impulzusokndl mindig exponencidlisan
lecsokkennek.

. Az el6z6 megjegyzés értelmében az elméletet 7' = 0-n kell renormalnunk. Mivel
azonban az dllapotegyenletet keressiik, ezért az energiat (termodinamikai po-
tenciélt) a vdkuuméhoz viszonyitjuk, nem lesz sziikség ré, hogy az ellentagokat
ténylegesen bevezessiik. Elegendo lesz, ha a mar eddig is alkalmazott eljarast
kovetjiik és kivonjuk a sajatenergias betétrészekbol azok T — 0, 4 — 0
limeszben felvett értékét. A diagrammok kiszamitasakor tehat a

—  —lim |, II - 1II—1lmII (19.2)
helyettesitésekkel éliink, és az eredménybdl elhagyjuk azokat a tagokat, ame-

lyek egy allanddval jarulnanak hozza a termodinamikai potencialhoz.

. A termodinamikai potenciélt a kordbbiakban megismert perturbativ médszerrel
a csatoldsi dllandé szerinti sorfejtésének véges sok tagjaval tudjuk mindig
kozeliteni. Nem egyértelmiien tisztazott azonban, hogy ténylegesen a csatoldsi
allandé helyére milyen szamot kell irni valamely konkrét kozelité szamolas
soran.

A probléma gyokere ott van, hogy a renormdlast végtelen sok, egymdssal
egyenértékii séma szerint hajthatjuk végre. Amikor ugyanis a Green-fliggvé-
nyekbdl eltavolitjuk (pl. a . levagds bevezetése utén) a ( . — oo limeszben)
végtelen tagokat, akkor még tetszOleges véges értékli tagot is kivonhatunk.
Legyen pl. egy Green-fiiggvény értéke (p, .) = A(p, )+ (p, ), ahol

(p, ¢) — 00 és A(p, ) — A(p,00)=véges a . — oo hatédresetben. Ekkor
a renormalt Green-fiiggvényt definialhatom mint

rR(p)=1m [ (p, )= (p, )-8, (19-3)

—00
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ahol b tetszoleges véges dllandd. Ennek értékét azaltal rogzithetjik, hogy a
Green-fiiggvény értékét egy tetszoleges p?> = M? esetén rogzitjik (valamely
mérés eredményével azonositjuk): R(p> = M?) = ,, ekkor

A(p,o0) — b=, azaz b= A(p,00) — .. (19.4)

Ugy tlinhet tehdt, hogy az elmélet fizikai tartalma, azaz a Green-fiiggvények
fligghetnek attol, hogyan valasztjuk meg az M tomegparamétert. Hogy ne ez
legyen a helyzet megkoveteljiik az ellenkezdjét, vagyis hogy a Green-fiiggvények
ne fiiggjenek az M paramétertol:

dm _

M i = 0, (19.5)
ahol (™ tetszéleges, n kifuté labat tartalmazé tn. n-pont Green-fiiggvény
inverze. Ez az egyenlet az in. renormdldsi csoport egyenlet. Azt fejezi ki,
hogy az M kiilonb6z6 megvalasztasaval kapott kiillonb6z6 renormélasi sémak
egyenértékiiek egymdssal, mert azonos Green-fiiggvényekre vezetnek. Az egyen-
let igy felirva trivialitdis. Ha azonban kifejezziik a baloldalon &ll6 Green-
fuggvényt a megfelel6 renormélt Green-fuggvénnyel, akkor mar egyaltaldn nem
az.

Hogyan lehetséges ez Az egyszerliség kedvéért az onkolcsonhato skalartér
m = 0 esetérol beszéliink, de ennek ismeretében azok az allitasok is konnyen
érthetdek lesznek, amelyek a kvantumelektrodinamikara és a kvantumszindina-
mikdara vonatkoznak, ha az elektron ill. a kvarkok tomegét zérusnak vessziik.
Az (?7) egyenlet bal oldaldn a derivdldst a A csupasz csatoldsi dllandé és

¢ rogzitett értéke mellett kell végezni. A renormalt Green-fiiggvény a AR
renormalt csatoldsi dllandon keresztiil fligg a csupasz csatoldsi allandotél. A
renormalas programmjanak végrehajtasa utan

o= o, A= 1 ;0g (19.6)

kapcsolatot taldlunk a renormalatlan és a renormalt térmennyiségek és csatolasi
allandok kozott. A hullamfiiggvényt és a csatolasi dllanddt renormdlé tényezok
kifejezheték mint a renormaélt csatolasi allandé hatvanysorai, amelyekben az
egyiitthaték fiiggnek a . ultraibolya levigastél. Ha (™ tetszéleges 1PI
Green-fiiggvény inverze, akkor

kapcsolat 4ll fenn. Itt p az n-pont Green-fliiggvényben szereplé n darab im-
pulzust jeloli. Felhasznaltuk, hogy 3 dimenzidtlan és hogy ezért csak a di-
menziétlan /M hinyadostdl fiigghet. Képezziik ennek az Osszefiiggésnek a
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felhasznaldsaval a renormdlési csoport egyenletét M szerinti derivdlds utjan:

o (n) 0 (n) ) o n/2
R R R) _ 3 ™ =
M(aM) +8ARM<6M>, M\ "onm 0

)

(19.8)
Definialjuk a
oA
8 = M<—8]\l}> , (19.9)
n/2
_ —n/2 0 3
Yy = 3 M (TM )
_ —n/2 0 ??/2
3 c a .
M
= (8 3) (19.10)
2“2 \o.) 4

)

fiiggvényeket. Megjegyezziik, hogy azért szoroztuk M-mel a (?7) egyenlet bal
oldaldt, hogy a B és () fiiggvények dimenziétlanok legyenek. Emlékezziink
rda, hogy 1 és 3 a renormadlds programmjanak végrehajtasakor tetszdleges
rendben kiszdmolhatd, s ennek kovetkeztében a 3 és az un. 7, anomdlis
dimenzid is. A renormalasi csoport egyenlet tehat az alabbi alakot 6lti:

) ) .
M—+p By T ™ (p, AR, M) = 0. (19.11)

Skalazzuk most at ebben az egyenletben az 6sszes impulzust felhasznalva, hogy
a Green-fiiggvények legéltalénosabb alakja ig) (p, A ,p?/M?). Ha az impulzu-
sokat a-val szorozzuk, akkor

Wap, X ,a2p? /M) = o W(p, )\, a2p?/M?), 19.12
R R

ahol D azt jelenti, hogy a vizsgdlt Green-fiiggvény dimenziéja [tomeg] , tovabba
(") dimenzi6tlan. frjuk ezt be az (77) renormalasi csoport egyenletbe. Miutan
R g

a -vel egyszertsitiink, az M szerinti derivaldst « szerintire cseréljiik:

0 0 (n) 2.2 /172
aaa+ﬁ6)\R+7()] R (P AR, &P/ M7) (19.13)
Nem nehéz behelyettesitéssel ellendrizni, hogy ennek az egyenletnek a megoldasa
O TR ap dM’
(R)(p, AR (ap®)) exp { - W“V(")(M')} (19.14)
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alak fiiggvény, ahol a AR (M') un. futé csatoldsi dllandé a

M’&\gij\(/[]\,/ﬂ) = B (AR(M"), (19.15)
ARM' =M) = A (19.16)

kezdetiérték-feladat megoldasa. A renormadlt Green-fiiggvény M-fiiggése telje-
sen belefoglalhaté a futé csatoldsi dllandéba, hiszen a (??) egyenlet most felirt
megoldésat hasznalva:

(n) (.t 2 2y _ ~(n) 5\ /2 P dM’ M
O, g /M) = "0 (9, g (o ))exp{ 7 A o))

(19.17)

ahol p' = ap, de err6l most mar el is felejtkezhetiink és irhatunk helyette p-t.

Oldjuk meg a fut6 csatoldsi dllandéra vonatkozé (?77?) feladatot. Semleges
skalartér esetén a perturbacié szamitds masodik rendjében:

B (AR) = iﬂﬁ. (19.18)

272

Ezt behelyettesitve, elemi integralds utdn kapjuk a futé csatoldsi dllandét:

_ A
Ap (M) = R (19.19)
R 1 — 55 AR In(M'/M)
Els6 ranézésre a futé csatolasi allandé bevezetésével nem sokat
nyertiink, hiszen az fiigg az onkényesen valasztott M renormaldsi ponttdl és
a csatolasi allando ott felvett értékétdl. Kétségtelen tény azonban, hogy a
fut6 csatoldsi dllandé M’'-nek olyan fiiggvénye, hogy a Green-fiiggvények M
megvaltoztatasakor valtozatlanok maradnak. A figyelmes vizsgalat azonban
még ennél is tébbet mond. A futd csatoldsi dllandét megadd (?7) egyenletet
rendezziik at:
1 9 . 1 9

_ AN Y AN
AR T2t AR(M) T 2m "

(19.20)

Ez az egyenlet azt fejezi ki, hogy a bal oldalon 4ll6 kifejezés az elméletben
alland6 M’ tetszéleges értéke esetén. Masképpen fogalmazva, az elmélet fizikai
tartalma akkor lesz invarians a renormaldsi pont tetszoleges megvaltoztatasaval
szemben, ha ennek soran a csatolasi alland6t ugy valtoztatjuk meg, hogy a fenti
kifejezés értéke allandé maradjon. Jeldljiik ezt az allandét 9/(272 )In  -val.
Ekkor a futé csatolasi allandé

- 272

AR(M) = ST 7i0) (19.21)

83



alakot olt.

A semleges onkolcsonhato skalartér elméletében tehdt nem létezik egy igazi, az
elméletbol kovetkezoen allandé csatolasi dllandé. Helyette az elmélet egy belso
energiaskalaval rendelkezik, amelyet a  allandé definidl. Megjegyezziik még,
hogy ebben az elméletben S‘R — 0, ha M/ — 0, amely tulajdonsdgot gy
szokas nevezni, hogy infravoros szabadsiag. Ha a futd csatolasi dllandonak a
Green-fiiggvényekben jatszott szerepére gondolunk, akkor ez azt jelenti, hogy
a kis impulzusdtadéssal jar6 folyamatokban a tér ugy viselkedik, mintha nem
lenne 6nkolcsonhato.

4. Milyen kovetkezményei vannak az el6z6 pontban elmondottaknak a véges hé-
mérsékletii rendszerek térelméletében A particiés fiiggvény logaritmusa, In Z;
pélyaintegrélos definici6janal fogva (Id. (??)) olyan, mint egy O-pont Green-
fliggvény. Az anomadlis dimenzidja igy zérus és a renormalasi csoport egyenlet
(??) megoldésa értelmében ezért Ag-et a futé AR csatoldsi dllandéval kell
In Z;-ben helyettesiteni. Az M renormalasi pont megvalasztasa onkényes, és
mint tudjuk, attél nem fiigg a particiés fiiggvény. Ez azonban csak akkor
van igy, ha az egzakt particiés fliggvényrdl van sz6. A gyakorlatban azon-
ban mindig a perturbaciés sor véges sok tagjaval dolgozunk. Ilyenkor élve M
megvalasztasanak szabadsidgaval, azt gy érdemes valasztani, hogy a maga-
sabb rendi tagok jarulékat minimalissa tegyiik. Erre azonban nincsen meg-
nyugtatd dltalanos érvényt eljards. Pl. az onkolcsonhaté m = 0 tomegi
skalartér esetén M = T plauzibilis valasztas, mert T az egyetlen fizikai
energiaskala. A vdarakozas az, hogy c (1). Ennek eldontéséhez ki kel-
lene szdmolni a particiés fiiggvényt A\? renddel bezéarélag és vizsgdlni kellene,
meg lehet-e c-t ugy valasztani, hogy a masodrendii és az elsérendii korrekcid
hdnyadosa minimalis legyen.

Ha a nyomads 10. fejezetben kapott képletébe behelyettesitjiik a futd csatolasi
allandét az M = 1" valasztassal, akkor az nem trividlisan fog fiiggni a hdmér-
séklettol:

2 15 2
Pno = T 1-2 =
= 90[ 8 9In( /cT)
3/2
15 2
2= o 19.22
M (9111( /cT)) * (19:22)

Amig T/ — 0 esetén a perturbativ kozelités haszndlhaté (gyenge csatolds
hatédresete), addig 7/ — 1 esetén a perturbaciés sor konvergencidja elrom-
lik, mert a rendszer erésen csatolttd valik. Jelenleg nem tudjuk, hogyan is
viselkedik ez a rendszer T és magasabb homérsékleteken.

5. A kvantumelektrodinamikéban a csatolasi dllandé szerepét o = e? /4 jatssza.
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A futd csatoldsi allandé az

Md—M = /Ba(a)’ CY(JWO) = O (19'23)

kezdetiérték feladat megoldasa m = 0 elektrontomeg esetén. Legalacsonyabb
rendben

fo = — o, (19.24)

ugyhogy ezt behelyettesitve, a futé csatolasi allandéra

o]
1-— %ao In(M/My)

a(M) = (19.25)

adodik. A kvantumelektrodinamikaban is 1étezik egy belso energiaskala. Jeloljiik
ezt -val. Ekkor a futé csatolasi allando:

3T

Y= S ary

(19.26)

Véges homérsékletii elektrongdz esetén a futd csatolasi allandét felteheten
M olyan értékénél érdemes a kozelités javitasa érdekében hasznélni, amely T’
és p nagysdgrendjébe esik, pl. M = ¢;T + cou, ahol az egyltthaték (1)
nagysagrendiiek.
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2 vantumszindinamika

A kvarkok és gluonok kozotti erds kolcsonhatas elmélete a kvantumszindinamika.
Ez az elmélet magyardzza meg a hadronok szerkezetét, ahogy a kvantumelektro-
dinamika magyarazatot ad az atomok szerkezetérol. Az atommagokban az anyag
hadronok (nukleonok) alakjiban, az tin. hadronikus fizisban van jelen. Ezt az
jellemzi, hogy a szintoltést hordozé kvarkok szinszinglett nukleonokba vannak bezarva.
A racson végzett kvantumszindinamikai szamoldsok egyik joslata azonban az, hogy
akar a homérséklet, akar a barion kémiai potencial, vagy mindketté novelésével a
kvarkokat bezaré szinszinglett zsdkok felszakadhatnak. Ezaltal a kvarkok szabadda
valhatnak az anyag egész térfogataban. Az anyagnak ezt a feltételezett fazisat
kvarkgluon-plazmanak nevezik. A kvarkgluon-plazma tehat egy sok kvarkbdl és glu-
onbdl 4116 rendszer, amely kvarkok és gluonok a plazma teljes térfogatat bejarhatjak.
T6bb jel arra mutat, hogy nagyenergids nehézion-reakcidkban l1étrehozhaté kisérletileg
olyan hémérsékletii (100 - 200 MeV) és stiriiségii (a normal maganyag stiriiségének
néhdnyszorosaval birg) maganyag, amelyben a kvarkgluon-plazmava torténé fazisat-
alakulas végbemehet. Ez a lehet0ség teszi kiilondsen érdekessé a kvantumszindinamika
tanulmanyozasat véges homérsékleten.

Tegyiik fel, hogy a gluontér SU(N) lokélis mértékszimmetridval rendelkezik.
(A valésidgban N = 3.) A gluontér a mértékcsoport adjungalt abrazoldsat valésitja
meg: Aj, ahol @ = 1,2,.. .,N? — 1. Ugyanakkor a 9 kvarktér a mértékcsoport
alapabrazolasa szerint transzformalédik. Az SU(N) csoport ¢ generdtorai a

[ a’ b] — iabc c (201)

kommutdtorrelacidkat elégitik ki. Alapdbrazolasban a generdtorokat a A\* Gell-
Mann-métrixok dbrazoljak: ¢ — A%/2. Az w®(x) infinitezimdlis paraméterekkel
adott lokalis mértéktranszformacié

/\a
Y — exp{iEwa(x)}ib, (20.2)
AL — AL — 9w+ g AW (20.3)
alaku.

Minko ski-térben a kvantumszindinamika Lagrange—sﬁrﬁsége:

L = PiP—m-— 94{“ )d)— F“"“F“ (20.4)
Ennek megfeleléen az euklideszi hatds:
/ /d3 98, + 7Y —m
o iy vf“)) Al (203
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ahol a térerésség tenzora:
Fi = 0,4, —0,A,+g ™ALAS (20.6)
a 0y — —id;, Ay — iAg helyettesitéssel.

A mértékinvarians particiés fliggvényt hasonléan definidljuk, mint a kvantum-
elektrodinamikaban. Irjuk el6 az

FO[A?,0,4%] = 8,A% — ¢*(c) = 0 (20.7)

w

kovaridns mértékfeltételt a gluontérre, ahol c®(z) tetszbleges, a 7 véltozéban peri-
odikus fiiggvények. Ekkor a particids fiiggvény:

7 = /p CZACHIETINEREE B (20.8)
Itt a A funkciondlt az
1 = A[4Y / [dw]6[(F)%] (20.9)

egyenlet definidlja, ahol [dw®] az SU(N) csoport feletti invaridns integralasi mérték.
Hasonléan, mint a kvantumelektrodinamikaban, a A funkciondl egy determinanssal
egyenld:

6(F(z))"
AJAY] = det————|,=0- 20.10
[ ,u] e 6wb(y) |w_0 ( )
Infinitezimalis mértéktranszformacio soran a mértékfeltétel
F* — (F)"=F"40,(—0w" +g “Aw) (20.11)
moédon transzformalédik, ezért:
8(Fu})a
b —0,0,0ab+ g “Cbaqu. (20.12)
A determinans most is kifejezhet6 szellemterek szerinti tutintegral alakjaban. A glu-
ontér valamennyi a = 1,2,..., N szinkomponensének megfelelden be kell vezetni
a Grassmann-értékii ¢, ¢ tereket. Ezek kompenzaljak a gluontér valamennyi

szinkomponensében a nem fizikai, nem transzverzilis szabadsagi fokokat. A A
funkciondl a kovetkezd alakot Olti:

AlA]
exp{—/oﬂ dT/d3:c “(x)a(;::;)a b(a:)}

- /per.[d Il
= /per.[d_a][d ¢ exp{—/oﬂ dT/dsx [— 0.0, 4 g “(0,A) C]}
(20.13)

a

]
]
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Ha ezt behelyettesitjiik a particiés figgvénybe, akkor latjuk, hogy a szellemterek
a gluontérrel kolecsonhatnak. Ez lényeges valtozds a kvantumelektrodinamikdhoz
képest, amikor a szellemterek a kolcsonhatast nem befolyasoltdk, hanem csak a
vakuum tulajdonsigait. A kiilonbség oka, hogy a gluontér nem abeli mértéktér.

Miutan a A funkciondlt behelyettesitettiik a particiés fliggvénybe, a Dirac-
delta funkciondloktél is megszabadulhatunk, ha szorozzuk a particios fiiggvényt az

exp {—2%0/; dT/d3£ECa(.’E)Ca($)} (20.14)

faktorral és integralunk az Gsszes lehetséges ¢*(x) fiiggvényre. Az eredmény az, hogy
az euklideszi hatdsban megjelenik a —(39,A4%)%/(2p) tag. Itt a 0 < p < 1 mérték
paraméter tetszoleges, csakigy mint a kvantumelektrodinamikaban.

Mindezek utén a kvantumszindinamika particiés fiiggvénye:

Z = / [dAg)[dplldylld “[d “lexp{S 1}, (20.15)
ahol az e ektiv hatés:
B _
S = 5+/0 /d% l—;—p(auAZ)“er%
+9 "0+ (0 @ )] (20.16)

Az e ektiv hatést felirhatjuk a szabad terek Sy hatasa és a kolcsonhatast leiré Sy
hatds Osszegeként:

S = Sy+5n, (20.17)
ahol
Sy = /Oﬂ dr/d% [&(iy"@u —m+ py°)
— (0,45 = 0,407 = S-(0,41)°
+(0 )@ )] (20.18)
és

B _)\e
Sy = /0 dr / P l—gqp?wA;w

1
—g abcAZAiauAg__QQ abc a AbAcA A

4 et Y Vel Y

+g e @,4%) ], (20.19)
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ahol mindig el kell végezni a 0y — —i0, és AJ — 1A helyettesitéseket.

A particiés fiiggvény ismeretében megkaphatjuk a Feynman-szabalyokat, ha-
sonléan mint a kvantumelektrodinamika esetén. élszerii forméalisan attérni megint
Minko ski-véaltozokra a négyes-impulzus nulladik komponensének alabbi megvalasz-
tasaval:

po = iw, =i2mnT gluonokra, (20.20)
qo = iw, = i2mnT szellemtérre, (20.21)
ko = iwm +pu=12m+ \)aT + p kvarkokra. (20.22)

A Feynman-szabdalyokat a mellékelt tablazat foglalja Gssze. Tovabbi szabaly, hogy
minden zart fermion-hurok és szellem-hurok egy (—1) faktort eredményez. Ezen
kiviil kombinatorikai faktorok l1épnek fel:

NN =N =N -

| r—‘lxq%| —

(20.23)

Most is érvényes Furry tétele, hogy a kvarktér és a szellemtér altal képezett békalencse
eltiinik:

=0, = 0. (20.24)

21 Az aszimptotikus szabadsag

A kvarkok és a gluonok kozotti erés kolecsonhatas egyik jellegzetes vondsa, hogy
a futé csatolasi alland6 nagy impulzusatadassal jaré folyamatokban kicsivé valik.
Mivel nagy homérsékletli kvarkgluon-plazmaban a részecskék atlagos impulzusa
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varhatéan nagy, ezért remélhetjiik, hogy az aszimptotikus szabadsdg miatt kis ef-
fektiv csatolasi allandéval kell szamolnunk. Igy a forré kvarkgluon-plazma allapot-
egyenlete targyalhato a perturbaciészamitas modszerével. A magas homérséklet azt

jelenti, hogy T , ahol a kvantumszindinamika belsé energiaskaldjat
megad6 paraméter. Ertéke a kisérletek analizise alapjan 100 - 200 MeV.
A nem perturbativ, racstérelméleti joslatok szerint kb. T = hoémérsékleten

megy végbe a barionritka hadronikus anyag fazisatalakuldsa kvarkgluon-plazmava.
A nehézion-reakcidkban is kb. ilyen hémérséklet érhetd el a legnehezebb atom-
magok centrdlis iitkozése és 0.1 - 1 TeV nukleononkénti bombaz6 energia esetén.
Ez azt jelenti, hogy a hadronikus anyag fazisatalakulasa kvarkgluon-plazmava nem
tanulmdnyozhaté az itt leirt perturbativ médszerrel.

A kvantumszindinamikdban a csonkitott Green-fiiggvényekre hasonlé renorma-
l4si csoport egyenlet érvényes mint a kvantumelektrodinamikaban vagy az 6nkolcson-
haté skalartér esetében. Legyen ™" egy n darab gluonldbbal és n' kvarkldbbal ren-
delkezé csonkitott Green-fiiggvény. Renormalas utdn ez fiigg dltaldban a g renormalt
csatolasi alland6tél, az M renormalési pont valasztasatol, és a p mértékparamétertol.
Tegyiik fel, hogy a kvarktomeg valamennyi Ny iz esetén m; = 0. A renormaldsi cso-
port egyenlet:

M2 4 80,02 169,002

oM dg dp
+ny (9,0) + 7Y (9,0)] (01, Puiws 9, p, M) = 0. (21.1)

A mértékparamétertdl valé fiiggést megadéd 6(g, p) fiiggvény a
6(g,p) = 2pv (9,p) (21.2)

osszefiiggésnek tesz eleget a  ard-Takahashi-azonossigok kovetkezményeként. Ez
azt jelenti, hogy a p = 0 Landau-mértékben 6(g,0) = 0 marad, akirhogy kell
valtoznia a csatolasi allandénak a renormadlési pont megvaltoztatasakor. Ha Landau-
mértéket valasztottunk, akkor a renormadldsi csoport transzformdciéi sordn nem
kell még mértéktranszformaciot is végrehajtanunk. Ha azonban béarmilyen maés
mértéket valasztunk, akkor a renormaldasi csoport transzformacioi kivezetnek ebbol
a mértékbol és igy egy mértéktranszformdcié végrehajtasa is sziikséges, hogy az
eredeti mértékben maradjunk.

A renormalasi csoport egyenletben szereplo fiiggvényeket legalacsonyabb el
nem tiné rendben az alabbi kifejezések adjak meg:

2

v = g (5~ 29) V-3 2L
gZ

T = e (21.4)
¢

B = —1i5(1IN —2N). (21.5)
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A fenti egy-hurok kozelitésben 3 fliggetlen a p mértékparamétertol. Ezért ilyen
kozelitésben a futd csatolasi dllandé sem fiigg p-t6l. A futé csatolési allandot a

M5 = ) (216)

egyenlet megoldasaként kapjuk meg. A megoldas:

=2
_ g 127
=<2 = . 21.7
“Tar T (WN-—2N)m(/ 2 ) (21.7)
Most is be lehetett vezetni egy bels6 energiaskdlat definiald energiaparamétert,

mint ahogy a kvantumelektrodinamikdban vagy az onkolcsonhaté skalartér esetén.

A futé csatolési dllandé zérushoz tart, ha M/ — 00. Ezt a tulajdonsigot
nevezziik aszimptotikus szabadsidgnak. Az aszimptotikus szabadsig a nem &beli
mértékelméletek tulajdonsdga. A kvantumelektrodinamikdban més a helyzet. Ott
M/ — 1 esetén a futd csatoldsi dllandé minden hatdron til né (legaldbb is egy-
hurok kozelitésben), és M/ — 0 esetén vesz fel kis értékeket.

Altalaban magasabb rendben §(g, p) fiigg ténylegesen a p mértékparamétertél.
A fizikai mennyiségek, mint pl. a termodinamikai potencial, azonban nem fiigghetnek
tole. Ez gy lehetséges, hogy a futd csatolasi allandé megfelel6 médon fiigg p-tol,
ami biztositja az alabbi egyenlet teljestilését:

0 = L) p>=(§p+§f) aag) Aa(p), p). (21.8)

22 A kvarkgluon-plazma allapotegyenlete

Magas homérsékleten és nagy siirtiségen az aszimptotikus szabadsdg kovetkeztében
remélhetjiik, hogy a kvarkgluon-plazma allapotegyenlete jol kozelithetd perturbativ
modszerrel. Nulladik kozelitésben N fajta gluon és N fajta (szinii) kvark idedlis
gazaval van dolgunk. Az 5. fejezet és a 13. fejezet eredményeit felhaszndlva a
kvarkgluon-plazma nyomadsa ideélis giz kozelitésben:

w2 dp p*
P, = —NT*+N / R — 22.1
0 45 + 237‘_2 m +p 1/2n(p)a ( )

ahol a masodik tagban az Osszegzés az izekre torténik, és my az -edik izili kvark
nyugalmi tomege. Ha feltessziik, hogy valamennyi izre my; = 0, akkor a nyomas
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fermionikus jaruléka kiintegrdlhaté azzal a mddszerrel, amelyet a 17. fejezet végén
¢ kiszamoldsdra hasznaltunk:

T
Py (my=0) = N . 22.2
b (my=0) ;( 180 6 12 (22.2)

A g%-rendii kicserélédési korrekcid a particiés fiiggvény logaritmusdhoz az alabbi
diagrammokbdl adodik:

2 1 1
4+ 41 (22.3)
12 8 ' ’

A diagrammok kiszamolasa soran a renormalds ugyantigy torténik, mint a kvantum-
elektrodinamikaban:

nzy = —%[ —2 - ]
I T
1
o5 -3 ]
+é[ —2 ]. (22.4)

Az elsé sorban szereplo jarulék a kvantumelektrodinamikdban is fellépett.  sak
annyi a kiilonbség, hogy most az e — ¢*Tr(\?/2)? = N g¢?/2 helyettesitéssel kell
élni a (?7?) képletben. A t6bbi diagramm jaruléka a nyomdshoz:

2
g 4
P, = —Z_NNT 22.
2 144 (22.5)

Mivel a gluonok nyugalmi tomege zérus az eredeti (renormélatlan) Lagrange-
stiriségben, a kovetkezd korrekcié nem g*-rendii, hanem 7' = 0 esetén g* In g%-rend,
T > 0 esetén g¢3- és g*Ing?-rendi. Ezek a jarulékok az infravords divergencidk
felosszegzésével adédnak. A megfelel6 gytirtidiagrammok:

171 1
Inz& = 515 -3 +..., (22.6)

ahol a gluonsajatenergiat egy-hurok kozelitésben szamoljuk:

- + 1 _1 L (@27)
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A nyomds g3-rendii korrekcidja:

N
1 _ 3
ahol az elektromos tomeget
m? = F(n=0k—0)
1 1 o dp
= ¢ (:NT2+ — /—2 B? 22.9
g <3 +2W2§f: ; Ep(p + E,)n(p) (22.9)

osszefiiggés adja meg. Ennek és az F' fliiggvénynek a jelentésére és a polarizaciéval
val6 kapcsolatara még visszatériink. Ha valamennyi kvark tomege zérus, akkor

1 1 1
2 = ¢ [EN+= T2 + — 2 22.10
"= (3 "6 f) +2w22f:“f (22.10)

Ha az F' fuggvény impulzus szerinti sorfejtésében a linedris tagot is figyelembe
vessziik, akkor még egy olyan (g*In g?)-rendii korrekciét is kapunk, amelyhez ha-
sonlé a kvantumelektrodinamikaban nem 1ép fel. A tovabbi korrekcidk szamolasa
komoly technikai nehézséget jelent.

Az &allapotegyenlet jobb kozelitése érdekében a fenti képletekben a csatoldsi
allandét a futé csatolasi allandéval érdemes helyettesiteni. A futé csatolasi allandot
kézenfekv olyan tomegértéknél (M) venni, amely megfelel az dtlagos dtadott im-
pulzusnak. Ha pl. egy tiszta gluongdzt tekintiink, akkor hasznalhatjuk a

M?*~ p* = (3.2T) (22.11)

becslést, ahol az atlagolast az idealis gluongdz Bose-Einstein-eloszlasa szerint végeztiik.
&®

94



.DE  E ARN EKOLAS. LAZMAH LLAMOK

95



23 Egyensulyi allapotukbdl gyengén
kitéritett rendszerek

Az eddigiekben az egyensiilyi rendszerek dllapotegyenletének meghatarozasaval fog-
lalkoztunk. Most azt fogjuk vizsgdlni, mi torténik egy rendszerben, ha egyensilyi
allapotabdl egy gyenge kiilsé perturbacié kitériti. A statisztikus fizika elemeibol
tudjuk, hogy a rendszerben a fizikai mennyiségek iddbeli véltozasat ilyenkor az
egyensulyi rendszer korreldciés fliggvényei szabjdk meg. Ha a fizikai rendszert
kvantalt terekkel irjuk le, akkor lényegében ugyanez a helyzet. A korreldciokrol
a valds idejii Green-fiiggvények adnak szamot.

Tegyiik fel, hogy a rendszer Hamilton-operatora eredetileg H. Legyen H (t)
az idofliggd perturbacié Hamilton-operatora. Akkor a rendszer teljes Hamilton-
operatora H'(t) = H + H (t). Tegyiik fel, hogy a kiilsé perturbaci6t ¢t = t, pillanat-
ban kapcsoljuk be, azaz H (t) = 0 ha t < t,. Vizsgaljuk az ~ (&, t) fizikai mennyiség
idobeli valtozasat. Heisenberg-képben a mozgdasegyenlet:

9 (1)
ot
Legyen [ |j |a perturbalatlan H Hamilton-operator sajitvektorainak egy ortonormalt

teljes rendszere. Képezziik a mozgasegyenlet mindkét oldaldnak varhaté értékét a
|7 allapotban:

i[H'(t),  (Z,1)]. (23.1)

= i4[H'®), (&)
= ij|[H @), @] . (23.2)

A

Ezt felhaszndlva, gyenge perturbécié esetén az ~ mennyiség megvaltozdsa a per-
turbacié bekapcsolasanak pillanatétél szamitva:

651" @i = il @ t>|.7 ~ (@ 10)j
- /dt il (@), @)
~ ito at' jl[H (), (@,1)]|j - (23.3)

Itt csak a kiils6 perturbacidban linedris tagot tartottuk meg. Ezért ezt a kozelitést
a linedris valasz elméletének nevezik. Képezzik végil a

p o= e =Bl mN) (23.4)

strliségoperator segitségével az  mennyiség megvaltozasdnak makrokanonikus varhaté
értékét:

) 7,3 6 TR .
0 (:L‘,t) = . jeiﬁ
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t N N
= i at' Te{plH (),

to

@ 0]} (23.5)
Vegyiik a kiils6 forrashoz csatolt skalartér példajat:
H(t) = / Br (7, 0)d(7,1), (23.6)

ahola (Z,t) =0, hat < ty. Vizsgdljuk magdnak a térmennyiségnek a megvaltozasat
a kiilso forras bekapcsolasanak hatasara:

§ BF 1) = —i/t: at' [ T {plb(@, 1), b))} (@'1)
i /t T [t (g, 0,0, 0)]} (@100 —1).
0 (23.7)
Most célszerii bevezetni a valds idejii Green-fuiggvényt,
iD@F 2,t) = Tr{pL( 1), (@'t} (23.8)
a retardalt Green-fliggvényt,
iD (Z,47', ) = Tr{p[d( 1), @@ )} o —1), (23.9)
és az avanzsalt Green-fiiggvényt,
iD (#,63',t) = —Te{p[@(@ 1), (@', t)]} Ot —1). (23.10)

Példdnkban a skalartér megvdltozdsa kifejezheté a retarddlt Green-fliiggvény
segitségével:

5 &z, = /w/d%p @62 1) (@',¢). (23.11)
to

Tekintve, hogy az egyensilyi rendszer eltolds invaridns, a Green-fiiggvényt és a
forrast is Fourier-integral alakjaba irhatjuk az alabbi mdédon:

3 . .
D (Z-%'t—t) = / ‘qucgfelﬂ”’ﬁlw“t’)/j (w, ), (23.12)
™
Bpda 5
(#,1) = / (2p )ffel(m—“t) (@, 7). (23.13)
m

A skalartér megvaltozasa igy

6 (w, ) = (v,9)D (w,q) (23.14)
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alakban is kifejezhetd.

Be lehet bizonyitani, hogy a valds idejii Green-fiiggvények és a homérsékleti
Green-fiiggvények kozott szoros kapcsolat van:

D (w,q) = (w,—>w+1i,q), (23.15)
D (w,q) = (iw,—>w—1,q), (23.16)
D(w,q) = D g D ] (23.17)

1 e bw 1 efw’

ahol az utolsé sorban a + el6jel fermionokra, a - eldjel bozonokra vonatkozik. a

24 Elektron-pozitron plazma
kiilso térben

Tegyiik fel, hogy a rendszerben eredetileg jelen van egy E elektromos és magneses
tér, majd ¢ — —oo pillanatban bekapcsoljuk a klasszikus kiilsé E () teret, amely
sztatikus. A teljes Hamilton-sliriiség (a fermionok nélkiil):

A 1 - 1
H = §(E+E())2+§ : (24.1)

a perturbalatlan Hamilton-stiriiség:

H = (24.2)

és a perturbacio:

A

H = E-EO4+ZEO?2 (24.3)

DN | —

Arra vagyunk kivancsiak, hogy hogyan valtozik az elektromos térerdsség értéke, ha
az egész rendszer egy T homérsékletii, p kémiai potencidli kornyezettel egyensilyban
van, amikor a helyfiiggo sztatikus kiilso E (%) teret bekapcsoljuk. Az el6zé fejezet
eredményét felhaszndlva, a térerdsség makrokanonikus varhaté értékének megvaltozdsa:

§ Bi(71) = —1/ dt'/d3 ‘B @ {p[Bi(z,0), By(@ ', t)
+%E ]} (t = ). (24.4)

A jobb oldalt kifejezhetjiik a retardalt

~

D, (F—3't—t) = iTt{p[Au(7,1),A,@" )| }6—1)  (24.5)
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Green-fiiggvény segitségével, ha felhaszndljuk a térerésség-operdtorok felcserélési
szabdlyat:

[Ei(#,1), B;(2',1)] ot —1)

= 8,0/ { [Ao(Z,1), Ap(&",¥)] Ot — 1)}
~0:00'{ [Ao(#,1), A; (", )] ©(t — 1)}
—000;" { [Ai(&,1), Ao(2", )] Ot — 1)}
+0000 { [Ai(#,1), A;(@ ", 1)) Ot — 1)}
—i6,;6( — 7 '8(t — t'). (24.6)

A teljes térerGsség:
EY = EN (@) + 6 Ey(2,1)
= -/ O:o at' [ B () (005" Doy — 96’ Doy~
000;' Dy + 000’ Dy ) (24.7)

Itt a Green-fiiggvények argumentuma (¥ — &'t — t'). Vezessiik be a klasszikus
térerosség és a retardalt Green-fliggvények Fourier-transzformaltjait:

. Bp ;=)
EO@ = [ iz .
@ = [ Gape™E @) (2.9
o o d de 1 -2 —1w ’
D, (F-&'t-t) = / Gy 1&E) D | (w,7). (24.9)

Ekkor a teljes térerosség

BU@) = [ B @ [, Dol )+ 00Dl
+wq;Dg(w, @) + W Dy (@, D) lu=o.  (24.10)
Innen leolvashatjuk, hogy a teljes térerdsség Fourier-transzformaltja:
El(w,@) = B (@) [0:0;Do0(w, D) + wg:Dig(w, 7))
+w; Dy (w, @) + w* Dy (@, )] luo- (24.11)
Hasznéljuk fel a fotonpropagator (??) alakjat, valamint a hémérsékleti és a

valés idejii Green-fiiggvények (?7) kapcsolatdt. Beldthatjuk, hogy a hdrom utolsé
tag a teljes térerosség Fourier—transzforméltjéban zérus és

B - 25

7 +F(w_ 0T (24.12)
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Az egyensiilyi rendszer forgasszimmetridja miatt:

EV@ = BIE @ (24.13)

Ezt behelyettesitve a teljes térerosség kifejezésébe

- ()
=2
q ' E (g
72+ F(0,9) |q]

-2

— q ()
= E; )
iZ F(O,LD ' (q

EL (@)

= (24.14)
(@)
adddik, ahol bevezettiik az (¢) dielektromos dllandét:
F(0,9)
(@) = 1+ 7z (24.15)

Latjuk tehat, hogy a polarizaciés tenzor [1yy komponense az w — 0 esetben a rend-
szer dielektromos 4llandgjat hatdrozza meg.

Altaldban az F fliggvény egy vakuum tag és egy kozegtag Osszege: F =
FO 4+ FO). Olyan tavolsidgokon, amelyek a részecskék kozotti tlagos téavolsaghoz
képest kicsinyek, a vakuumpolarizaciotél szarmazé jarulék lényeges és a kozegtag
elhanyagolhaté. Ugyanakkor a részecskék kozti atlagos tdavolsighoz képest nagy
tavolsagokon a kozegtag domindl és a vakuumtag elhanyagolhaté. A kozegtag
sztatikus hatéresetét szokés elektromos témegnek nevezni: m? = F()(0,q). En-
nek a jelentése valéban olyan, mintha a fotonok témeget nyernének az elektromos
oulomb-kélcsonhatas szempontjabol és ennek megfeleléen a  oulomb-potencial
learnyékolédik valamely prébatoltéstol nagy tavolsagban.

Az arnyékolast az alabbi példa kapcsan vizsgalhatjuk. Vegyiink egy Q1 és egy
Q- tOltést az 7 ill. az Ty pontban, egymastdl a részecskék kozti atlagos tavolsaghoz
képest nagy tavolsigban. Kérdezziik, hogy mennyi ezen rogzitett toltések potencidlis
energidja, ha a kornyezetben jelen van a plazma. Gauss torvénye értelmében:

divE (@) = Qu8(F— ), (24.16)
ahonnan Fourier-transzformécié utan:
- () T i
B, = —iLelmg, (24.17)
q

Természetesen hasonld oOsszefiiggés érvényes a Qo toltés altal keltett kiilsé térre is.
A kolcsonhatas potencialis energidja:

L 1 S (ym Btrm L B B
V(dn3) = / ¢z [ED(@) - BN @) + E@) - EL@)],  (24.18)
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_, -t - ()
ahol E! Fourier-transzforméltja E,(7) = E, (¢)/ (7). Behelyettesitve a terek
Fourier-integral kifejtését a potencidlis energia kifejezésébe,

Vitna) = 3 [ g B @0+ @ (-

- QIQZ/( 7T) (72 +m2
Qi1Qze™™
= 24.1
A ’ (24.19)

ahol = 7 — 7. A plazma jelenlétében tehat a  oulomb-kolcsonhatas médosul:
a kozeg polarizacidja az 1/m  tavolsdgokon a sztatikus prébatdltések terét
ledrnyékolja. Az eredmény egy uka a-tipusi kolcsonhatds. Ez annak felel meg,
mintha a kolcsonhatast kozvetito longotudinalis fotonok m nyugalmi tomeggel ren-
delkeznének.

Itt nem részletezem csak megemlitem, hogy a polarizacids tenzorra vonatkozé
Dyson-egyenlet és a  ard-azonossagok felhasznédlasaval a fotonok elektromos tomege
és a plazma allapotegyenlete kozott kdzvetlen kapcsolat taldlhaté:

- *P(p,T)
2 _ — — _ 2 )
m- = _HOO(kO = 0, k= 0) =€ T[ﬂ (2420)
Ez a perturbacidszamitds tetszéleges rendjében érvényes, azaz egzakt oOsszefuiggés,
amely lehetové teszi a plazma sztatikus arnyékolasi tulajdonsagainak vizsgalatat az
allapotegyenlet ismeretében. Legalacsonyabb el nem t{in6 rendben:

m? = (%e% (64))T2 (24.21)

A longitudindlis fotonok tehdt a 7" hémérséklettel aranyos elektromos témegre tesznek
szert az elektron-pozitron plazméban. &

25 lazmahullamok

Az el6z06 fejezetben azt vizsgaltuk, mi torténik a plazmaban, ha sztatikus kiilso elek-
tromos teret kapcsolunk be. Most id6fiiggo kiils6 perturbacié hatasat vizsgaljuk.
Elegend6 egyetlen Fourier-komponenst nézni, mert a valasz gyenge perturbacio
esetén a perturbdlé tér linedris funkciondlja. Megmutatjuk, hogy ha a retardalt
Green-fiiggvény a valds tengely kozelében, az w komplex valtozé szerinti also félsikon
polussal rendelkezik, akkor ez gyengén csillapodé hulldmok terjedését jelenti a plaz-
méaban.
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Térjiink eloszor vissza a skalartérhez. Tegyiik fel, hogy a kiilsé forrds, amit
bekapcsolunk,

@0 = o 8(t),  (w.@) = @n) (BT F).
(25.1)
Az (?7?) egyenlet Fourier-transzforméaltja adja a térmennyiség megvéltozasat:
. o ite [0 i 7
6 ®(Z,t) = olk)e / 5 ¢ D (w,k). (25.2)
—o0 4T

Az retardalt Green-fiiggvény definicigjabdl kovetkezoen a fels6 w félsikon analitikus.

-,

Tegyiik fel most, hogy az alsé w félsikon, az w = w(k) — iv(k) helyen a retardalt
Green-fliggvény egyszerli pélussal rendelkezik, v(k) 0. Ekkor e pdlus kozelében:

o (k)
D (w,k) = TR P (25.3)

A térmennyiség megvaltozasat alapvetéen ez a szingularitds hatdrozza meg, igy:

- -,

§ BT, 1) = —i o(k) (k)elFwOne= O, (25.4)

A k hulldmszdmu zavaré hullém tehat egy a kozegre jellemzo6 w(E) frekvenciaju
hulldmzast kelt a kozegben. A keltett hulldim amplitidéja ardnyos a zavar ampli-
tuddjaval és a Green-fiiggvény pélusdnak reziduuméval. Szabad, m tomegi skaldr-
tér esetén létezik a retardalt Green-fliggvénynek a fenti tulajdonsgokkal rendelkez6

polusa és w(k) = m2+k2 v(k)=0,é (k) =w(k)/2.
Térjiink most vissza az elekron-pozitron plazma vizsgalatdhoz. A plazmahulladmok

frekvencidjat a hullimhossz fuggvényében a retardalt Green-fiiggvény pdlusaibél kell
kiolvasnunk. Feynman-mértékben a transzverzalis hullamokra a

k2=k2+ (ko k) (25.5)

diszperzids reldciét kapjuk a fotonpropagator (??) alakjabél. A ky = w — iy alakot
hasznalva, a transzverzalis plazmahullamok diszperzids relacidja és csillapodasa az
alabbi alakban adddik, ha a csillapodds gyenge (v  w):

w (B)? = k24+ (k) (25.6)
v F) = —% (w, ). (25.7)

F és  hasonlé moédszerrel kiszdmolhatd, mint ahogy az dllapotosszeg. Ezt mi nem
tessziik meg, hanem tovabbra is csak e szamitasok végeredményeibdl kozoljiik a
legfontosabbakat. A transzverzdlis plazmahullamok terjedésére egyszeri képleteket
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lehet levezetni révid hulldmhosszak, w =~ |K| T, i esetén és hosszu hullamok,
k|  wT, p esetén. Rovid hulldmok esetén

- 1 1 2
és a diszperzids relacié,
W2(k) = k24 m? (25.9)

alig kiilonbozik a szabad fotonétél, hiszen m T, p, mig kT, u. Ez értheto
is, mert rovid, a részecskék atlagos tavolsagahoz képest kicsi tavolsagokon a kozeg
nem tudja befolyasolni a hulldmok terjedését. A rovid hulldimok csillapodas nélkiil
terjednek a plazméban. Hosszi hulldmok esetén

z 152
(|k| w <T, ,LL) = w2 (14‘3&4‘...), (25.10)

ugyhogy a transzverzalis hulldmok diszperziés reldciéja ebben a hulldmhossz tar-
tomanyban:

w? (k) = w2+gl¥2, (25.11)

ahol w = %mz az un. plazmafrekvencia. A plazmaban ezek a modusok még zérus
hulldmszam esetén is csak véges energiabefektetés aran gerjeszthetok. A hosszi
transzverzalis hullamok csillapodésa:

2
e
= — 2 25.12
1= e /), (25.12)
ahol n(w) a fermionokra a betéltési szdm. A csillapodds fizikai oka, hogy a k = 0
modus elbomlik egy elektron-pozitron parra. Ez az in. Landau-féle csillapodas.

A longitudindlis hulldmok terjedése a fotonpropagator longitudindlis részének
pélusszerkezete alapjan vizsgdlhat6. Tekintve, hogy vdkuumban nincsenek longi-
tudindlis elektromdagneses hulldmok, ezért azt varjuk, hogy a plazméban sem ter-
jedhetnek rovid hulldmok. Ez valéban igy is van. Terjedhetnek benne azonban
longitudindlis, hosszi hullamok. Ezek diszperzids relacidja

Wi (k) = w? +3k2, (25.13)
csillapodasa pedig

v =7 (25.14)

A fotonpropagator utolsé tagja Landau-mértékben eltiinik, ezért a benne meg-
jelend pélusnak nincsen fizikai jelentése. Nem beszéltiink arrél, hogy a fotonpropagator
mértékfiiggése miatt milyen nehézségek adédnak, amikor a mérték vélasztasatol
fiiggetlen fizikai kovetkeztetéseket akarunk kiolvasni beldle. Az érdeklédé olvasot itt
az irodalomra utaljuk. &
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26 varkgluon-plazma

A kvarkgluon-plazma drnyékoldsi tulajdonsagai és a plazmahullamok terjedési tu-
lajdonsdgai ugyanazokkal a mddszerekkel vizsgdlhaték, mint az elektron-pozitron
plazma esetén.

A kvarkgluon-plazma sztatikus teret médosité hatasat a

1 1

F(0,q—0) = gg?NT2 — Zg2NTq +..., (26.1)
3

(0,g — 0) = —1—6g2NTq+... (26.2)

mennyiségek hatarozzak meg. (A kifejezések Feynman-mértékben vannak felirva.) F
a ¢ rendben mértékinvaridns, azonban nem. Az F mértékinvaridns hatarértékébol
azt olvassuk ki, hogy véges hémérsékletii kvarkgluon-plazmdban is fellép sztatikus
arnyékolds a szintOltések kozott. Az arnyékoldsi hossz most is forditva aranyos a T’
hémérséklettel.

A gluonpropagator mértékfiiggését figyelembe vevo gondos elemzés arra az
eredményre vezet, hogy a kvarkgluon-plazmaban is terjedhetnek hosszihullam lon-
gitudinalis és transzverzalis gluonhullamok. A megfelelé diszperziés relaciok:

W2 (k) = w? +3/‘c’2+..., (26.3)
W2(k) = w? —I—SEQ—i—.... (26.4)
A plazmafrekvencia most w? = 1g?NT?. A hosszihullimi plazmarezgések tehat

még k = 0 hulldmszdm esetén is csak a T hémérséklettel aranyos véges energia
befektetésével nyerheték. A csillapodasi tényezé szintén aranyos a hémérséklettel:
e
=~ = —NT. 26.5
Y=Y = o (26.5)

A rovid hulldmhosszi longitudindlis plazmahulldémok a kvarkgluon-plazméban sem
tudnak terjedni. A rovid hullamu transzverzalis gluonhulldimok nem csillapodnak és
diszperzios relacidjuk:

3
w = k2+§w2+.... (26.6)

Ez a szabad gluonoknak megfelelé diszperzids relaciotol csak kicsit tér el.

x
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A. Filggelék
A csonkitott reen-fiiggvények

A ™ csonkitott Green-fiiggvényt az aldbbiak szerint szokds definidlni. Induljunk

kia (M(xq,...,1,) Osszefiiggd Green-fiiggvénybdl, amely definiciéjat tekintve n
darab térmennyiség szorzatdnak varhaté értéke. Igy a dimenziéja [tomeg] , ahol
D =, nd;, az 0ssegzés a kiilénbozo tipusi terekre torténik, amelyek a szorzatban

fellépnek, n; az azonos tipusu tényezok szdma, ;n; = n a Green-fiiggvény ldbainak
szama és d; az i-edik tipusu térmennyiség dimenzidja. Képezziik az Osszefiiggo
Green-fiiggvény Fourier-transzformaltjat. Az energia és az impulzus megmaradasat
explicit modon figyelembe vessziik egy megfelel6é Dirac-delta levalasztasaval:

Mpy,. )8 (o1 + - 4 pn) = /d T1...d T, gn)(m,-..,:vn)ei(p“ﬁ )

(A.1)
ahol d a térid6 dimenzidja. A fenti definicié értelmében:
dim ™ = —nd+ D+d. (A.2)
A (™ csonkitott Green-fiiggvényt a ldbak levalasztasival képezziik:
Dpr,epn) & B = Doy, p).
(A.3)

Itt az ¢; index a kétpont Green-fiiggvényekben azt jeloli, hogy azok milyen tipusi
térre vonatkoznak. Természetesen az i-edik tipusnak megfelelé kétpont Green-
fiiggvények n;-szer lépnek fel a szorzatban. A definiciébdl kovetkezoen a csonkitott
Green-fiiggvények dimenzidja:

D=dim ™ = —nd+Y nid;+d

- Z(—?d + Qdi + d)nz

= —nd+D+d+2nd—2D —nd
= d—D. (A.4)
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