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II. AZ ALTALANOS RELATIVITAS ELMELETE



1 Az ekvivalencia-elv és az altalanos relativitas
elve [2]

1.1 A silyos és a tehetetlen tomeg

A Newton-i mechanika szerint a gravitaciés térben mozgé tomegpont mozgasegyen-
lete:

mi = F, (1.1)
ahol m a tomegpont tehetetlen tomege, @ a gyorsulasa és Fa gravitacios tér altal a
tomegpontra kifejtett erd. Utébbi pl. a Fold gravitacios terében:
m*M*

2 7

F =G

1.2
- (12)
nagysagu, ahol m*, ill. M* rendre a témegpont és a Fold siilyos tomege (vagy
mas széhasznélattal gravitaciés toltése), r a tomegpont és a Fold kozéppontjinak
tavolsdga, G a gravitaciés dllands. A Fold felszinén F = m*g, ahol g = GM*/R? a
nehézségi gyorsulds (R a Fold sugara).

Ezek az Osszefiiggések jol tiikrozik, hogy a tehetetlen tomeg és a silyos
tomeg lényegesen kiilonb6z6 szerepet jatszik a természetben. Adott erd
hatasara egy tomegpont anndl kisebb gyorsulast szenved, minél nagyobb
a tehetetlen tomege. Ugyanakkor adott gravitacids tér adott pontjan a
tomegpontra anndl nagyobb er6 hat, tehat a témegpont annal nagyobb
gyorsulast szenved el, minél nagyobb a siilyos tomege. A Fold felszinén
szabadon eso test gyorsuldsa

a = —g (1.3)

nagysagu.

A gravitaciés er6torvénybdl még semmi sem kovetkezik a silyos és a tehetetlen
tomeg viszonyara. A tapasztalat azonban az, hogy minden test, anyagi minGségétol
fiiggetleniil, azonos g = 9, 81m/s? nehézségi gyorsuldst szenved. A nehézségi gyor-
sulds a tapasztalat szerint univerzalis. Ez mir énmagdban arra utal, hogy a
silyos és a tehetetlen tomeg aranyos.

Ugyanezt erdsiti meg az a tapasztalat, hogy a szabadon esé tirhajoban
az trhajohoz képest zérus kezdosebességgel elengedett targyak ,,silyta-
lanul” lebegnek, azaz az drhajéval egyiitt szabadon esnek. Ez csak tgy
lehetséges, ha az lirhajé és a benne levo targyak mozgasegyenlete azonos, azaz az
tirhajora és a benne levo targyakra a stlyos és a tehetetlen tomeg ardnya azonos.
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1.2 Az Eotvos-kisérlet

Eotvos Lorand az 1890-es években torzids inga segitségével végzett kisér-
letekben nagy pontossaggal igazolta, hogy a stilyos és a tehetetlen tomeg
aranyos. A kisérletben azt mutatta ki, hogy kiilonb6z6 anyagpéarok esetén a silyos
és a tehetetlen tomeg aranya azonos.

A kisérlet lényege a kovetkezd. (A kisérlet részletes leirdsat 1d. [2].) Torzids
inga végein elhelyezziik az A és a B kiilonb6z6 anyagi mindségi testeket. Megvarjuk
az egyensily bedalltat, majd rogzitjiikk az ingat ebben a helyzetében. Ezutan az
egész berendezést a torzios szal koriil 180 fokkal elforgatjuk. Az ingat djra kioldjuk
és megfigyeljiik az 1) egyensilyi helyzet felvételéhez sziikséges szogelfordulast. Ez
aranyos az A és a B testekre vonatkozo siulyos és tehetetlen tomegek aranyanak
kilonbségével, az inga ugynevezett
my  mp

n = (1.4)

ma mp

Eotvos-paraméterével. Eotvos kiillonbozo anyagparokat vizsgalva megéllapitotta,
hogy n < 107°. Mintegy fél évszazaddal kés6bb az ardnyossigi tényezd univerza-
litdsat n < 10712 pontossdggal sikeriilt igazolni.

A silyos és a tehetetlen tomeg aranyossiga lehetové teszi, hogy a silyos
tomeget ugyanolyan egységben mérjiik, mint a tehetetlen tomeget. Ekkor a kétféle
tomeg szdmértéke megegyezik.

1.3 Az ekvivalencia-elv
A specidlis relativitdselméletben az inerciarendszer fogalma spekulativ:

1. Az inerciarendszert a specidlis relativitdaselméletben globalisnak tekintjik, azaz
olyannak, ami lefedi az egész téridét. A gyakorlatban véges méretekben meg-
valosithaté vonatkoztatasi rendszerek extrapoldcidja a végtelenbe csak gondo-
lati iton tehetd meg.

2. Az inerciarendszereket annak alapjan vélasztjuk ki, hogy benniik az izolalt
testek megtartjak egyenesvonali egyenletes mozgasukat. A kivalasztas ezen
kritériuma a gyakorlatban sohasem ellenorizheto ténylegesen. Pl. az allécsil-
lagokhoz rogzitett vonatkoztatdsi rendszerbél nem tudjuk kivenni a Naprend-
szert, hogy el0szor ellendrizziik probatestekkel, csakugyan inerciarendszerrol
van-e szo.

A tapasztalat ezzel szemben azt mutatja, hogy a szabadon esé (nem forgé)
tirhajéban mint vonatkoztatdsi rendszerben nagy pontossiaggal teljesiil, hogy benne



a magukra hagyott testek egyenesvonalu egyenletes mozgdst végeznek. Ez azért van
igy, mert a sulyos és a tehetetlen tomeg ardnyos, tehat az tirhajénak és az tirhajéban
levé valamennyi testnek a mozgasegyenlete azonos, miutan abbdl a tomeg kiesik.
So6t az trhajéban elvégzett elektrodinamikai kisérletek igazoljak, hogy az inercia-
rendszerekben érvényes alakjukban fennallnak a Maxwell-egyenletek. A szabadon
esO lirhajot tehat inerciarendszernek lehet tekinteni. Ez azonban lokalis
inerciarendszer, amelyet nem terjesztiink ki az egész téridore.

Az ekvivalencia-elv kimondja:

1. Nincsenek globdlis inerciarendszerek, csak lokalis inerciarendszerek
vannak (a szabadon es6 tirhajok).

2. Nincsen graviticiés erd, hanem az anyag (az égitestek) graviticios
hatasa a szabadon es6 lokdlis inerciarendszerek palyajait hatarozza
meg.

Hallgatélagosan hozzatessziik, hogy a téridé barmely pontjadnak kicsiny kor-
nyezetében bevezethetd a lokdlis inerciarendszer. Ez azt jelenti, hogy barmely elemi
torténés pillanataban és helyén elképzelhetjiik az éppen ott és akkor szabadon es6
tirhajét. (Az ekvivalencia-elv jobb megértését segitik a [2] tankdnyvben taldlhaté
kérdések és a rajuk adott valaszok, amelyek elolvasasat feltétleniil ajanlom a tisztelt
Hallgat6sdgnak.)

Az altalanos relativitaselméletben nem szerepel tehat a gravitacios erd fogalma.
Helyette arrél kell beszélni, hogy hogyan mozognak a szabadon esé lokélis inercia-
rendszerek. A silyos tomeg sem szerepel az dltaldnos relativitaselméletben, hiszen
a sulyos és a tehetetlen tomeg aranyossaga miatt nincsen sziikség a bevezetésére.

1.4 Az ivelemnégyzet és a metrikus tenzor

A lokdlis inerciarendszer a téridé barmely pontjanak kornyezetében mindazokkal
a tulajdonsdgokkal rendelkezik, amelyekkel a specidlis relativitdselmélet szerint az
inerciarendszereknek rendelkezniiik kell, csak éppen nem terjesztheto ki a teljes
téridore. Lokalisan tehat a téridé barmely pontjanak kornyezetében bevezethetjiik
a &* Minkowski-koordindtdkat. Ezekben két infinitezimdlisan kozeli elemi esemény
invaridns tavolsaga

ds? = derde, = g{Mderde, (1.5)



ahol

10 0 0
0 -1 0 0

@) = 1o o -1 o (1.6)
00 0 -1

a Minkowski-tér metrikus tenzora. Ezekutan attérhetiink tetszoleges x* koordinata-
rendszerre az z# = z#(£°, €1, €2, €3) koordinatatranszformdciéval. A mésik vonatkoz-
tatasi rendszerre valé attérésnek mar a specidlis relativitdselméletben is koordinata-
transzformécié felelt meg. Most dltaldnosan azt mondjuk, hogy minden koordindta-
rendszer megfelel egy méasik vonatkoztatdsi rendszernek. Az 1j koordindtarendszer-
ben az {velemnégyzet:

ds® = g (z)dz"dz” (1.7)
alaki, ahol maga a g, () metrikus tenzor is helyfiiggd.

A metrikus tenzor mutatja meg, hogy hogyan kell tetszéleges ko-
ordindtarendszerben kiszdmitani az invaridns ivelemnégyzetet a koordina-
tadifferencidlokbdl. A metrikus tenzor ezaltal meghatarozza a térid6 ge-
ometridjat. Az altaldnos relativitaselmélet értelmében a testek gravitald
hatasuknil fogva befolyasoljak a metrikus tenzort, azaz a gravitalé testek
gravitaciés hatasukndl fogva hatarozzak meg a téridé geometrijjat. A
gravitiaciés hatasok jelenlétének az a kovetkezménye, hogy altalaban a metrikus
tenzor a térido véges tartomanydban nem hozhaté a Minkowski-metrika alakjara.
A metrikus tenzor egyszerre hordozza a koordinatarendszer valasztasatol fliggetlen
informéciét arrdl a téridé geometriarél, amelyet a gravitdlé testek maguk koriil
kialakitanak, és a koordindtarendszer megvalasztdsaval kapcsolatos informéciét.

Az ekvivalencia-elv azt a megszoritast jelenti a téridé geometridjara,
hogy annak minden pontjaban létezik lokdlis inerciarendszer, azaz bevezethetdk
lokdlis Minkowski-koordindtak. Ezt matematikailag az biztositja, hogy a metrikus
tenzor a téridé minden pontjaban diagondlis alakra transzformalhaté és
1 pozitiv, 3 negativ sajatértéke van, azaz a szignatirdja (+,—,—,—) és a
determinansa negativ, g = det g,, <0.

Tovabbi megszoritast jelent a metrikus tenzorra nézve az, hogy a
sajatidé és a rendszerid6 kozotti kapcsolatnak értelmesnek kell lennie.
Tegyiik fel, hogy a tér z° pontjan athaladé (akdrmilyen mozgast végz8) O oéra
sajat nyugalmi rendszerében dr sajatido telik el az éramutaté két infinitezimdlisan
kozeli alldsa kozott. Mekkora dz? rendszeridé telik el ekézben a koordindtarendszer
2' pontjaban, amelyre dz' = 0? Miutdn az O 6ra két mutatéalldsihoz tartozé
ivhossznégyzet,

ds* = c*dr? = goo(da®)?, (1.8)
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a dz° rendszerid6-tartam és a dr sajatidé-tartam kapcsolata:

1
dr = —\/go()dﬂio. (19)

(&
Annak, hogy a fenti Osszefiiggés tetszbleges x° rendszeridd esetén értelmes, azaz
valés sajatido-tartamot szolgédltasson, ggo > 0 a sziikséges feltétele.

1.5 Az ivhosszelem mérése

Ha az ivhosszelem ds? > 0, akkor id8szeriien elvélasztott két eseményhez tartozik.
[lyenkor mindig létezik olyan szabad mozgést végzo részecske, amely mozgasa soran
a térido ezen két elemi eseménnyel kijelolt pontjain athalad. Az ezzel a részecskével
egyiitt mozgd déra sajatidejével mérhetjiik az idOszerli ivhosszelem négyzetét.

Ha az ivhosszelem négyzete két olyan elemi eseményhez tartozik, amelyek
helyettesithet6k lennének egy fényjel kibocsatdsdval és abszorpcidjaval, akkor ds? =
0.

Problematikusabb két térszeriien elvdlasztott elemi eseményhez tartozd, nega-
tiv ivhossznégyzet koordinatarendszertdl fiiggetlen mérése. Ezt is sajatidé mérésére
vezetjiik vissza. Legyen P elemiesemény és legyen O olyan 6ra, amelynek vildgvonala
ennek infinitezimalis kozelében halad el. Megmutatjuk, hogy az éra vildgvonalan
van olyan () pont, amelyre dsép adott negativ érték. Az adott ivhossznégyzetbol
képezzik a ds® = —1c?dr? Gsszefiiggéssel a dr sajétids-kiilonbséget. Vegyiink olyan
fényjelet, amelyet alkalmas 7; pillanatban bocsat ki az éra és amely P-bol vissza-
verédve 7, = 71 + d7 pillanatban érkezik az érahoz vissza. Ekkor létezik olyan @
pont az éra vildgvonaldn, hogy P és @) ivelemnégyzete éppen a szébanforgd ds?.
Az é6ra vildgvonala z#(7), a P pont pedig az % koordindtdkkal rendelkezik. Azt
a 7o sajatidot, amely a () pontot az dra vildgvonaldn kijeloli, az aldbbi egyenlet
megoldésa jelenti:

1

9w (P) (2" (7q) — ) (2" (1) — 2%) = —ZCQdTQ- (1.10)

Ez az egyenlet tetszoleges koordinatakban érvényes.

1.6 Térbeli tavolsag

Akkor mondjuk, hogy egy tomegpont adott koordindtarendszerben nyugalomban
van, ha a hozzdtartozé koordindtaidé dllandé, z° = A4lL.

Hogyan mérjiik meg adott koordindtarendszerben nyugvé két pont tavolsagat?
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Két pont térbeli tdvolsdga mérésének az a mdédja a specidlis relativitdselmé-
letben, hogy azonos rendszeridével adott pillanatban leolvassuk a méterridon a két
pont helyzetét. Ez azonban csak akkor jarhaté ut a tavolsagmérésre, ha szinkro-
nizalva vannak a tér kiillonb6z6 pontjaiban elhelyezett 6rdk. Miutdn most teljesen
altaldnos koordindtarendszert haszndlunk a téridében, ezért ezt nem tételezhetjiik
fel. A tavolsig mérésére tehat olyan moédszert alkalmazunk, amelyhez nincsen
sziikség az érdk elozetes szinkronizalasara.

Keressiik az z* koordin4t4ju A és az x' + dx' koordinit4ju B, infiniteziméalisan
kozeli térbeli pontok tévolsidgat az z° pillanatban. Bocsdssunk ki fényjelet a B
pontbdl, amely az A pontba ér az x° pillanatban, majd onnan rogton visszaverddik
a B-be. A fényjel kibocsdtasa és A-ba valé megérkezése ill. az A-bdl torténd vissza-
verddése és B-be torténo megérkezése

ds® = g;jdz'dz? + 2go;dx’dz’ + goo(dz®)* =0 (1.11)
ivelemnégyzettel elvalasztott események. Ezt az egyenletet megoldva
1

doy = g0 [_QOidxi + \/(QOz'dl"i)2 - gOO(gijd-Tid.Tj)] (1.12)

adédik, ami azt jelenti, hogy az z° pillanatban A-ba érkezd fényjelet 2° + dz® pil-
lanatban kellett B-bél kibocsatani és az oda az x° + dz¥ pillanatban ért vissza.
Ekozben

+

dr = Vio" (d2), — da?) (1.13)

sajatido telt el. A 2 pont tavolsagat a

1
dt = ECdT (1.14)
osszefiiggéssel definidljuk. A térbeli tavolsag négyzetére tehat
ar = (gOiQOj — g,-]-) dz'dz’! = v dz'dx’ (1.15)
goo

osszefliggés adodik. Itt v;; a térido g;; metrikus tenzora dltal a 3-dimenziés térben in-
dukalt metrika. Az igy kapott tavolsdgfogalom nem azonos azzal, amit az ivelemnégy
zetbdl dz helyettesitéssel kapnank. Ugyanakkor a v;; metrika bizonyithatéan pozitiv
definit, amit a tavolsagnégyzettol elvarunk.

1.7 Az altalanos koordindtatranszformdaciék. Tenzorok [1]

Az altalanos relativitdselméletben a térido a lehetséges elemi események halmaza,
amelyben két tetszoleges infinitezimadlisan kozeli elemi esemény ivelemnégyzetének
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(,,tdvolsdganak”) van invaridns fizikai jelentése, azaz ennek mérésére adhaté a ko-
ordindtarendszer megvalasztasatdl fliggetlen utasitds. A téridot tetszdleges x* ko-
ordindtarendszerrel behdlézhatjuk. Az dltaldnos z# — x' koordindtatranszformécié

2" = 222, 2%, 2P) (1.16)
alakid. A megfelel6 kontravarians koordinatadifferencialok transzformacidja:

oz
dz't = ——dz". 1.1
x 5 08 (1.17)

Skalarnak nevezziik az f mennyiséget, ha dltalanos koordinatatranszformacio6
soran az értéke (a téridé adott pontjdban) valtozatlan marad: f'(2'(z)) = f(x).

Kontravaridns vektornak nevezziik a 4 komponensii A* mennyiséget, ha
altalanos koordinatatranszformécié sordn (a téridé barmely adott pontjiban) dgy
transzformalddik, mint a kontravarians koordinatadifferencialok:

axlu
At = A", 1.18
o (1.18)
Ennek dltalanositasaként a tenzorkomponensek transzformacigja:
or'" o' -
T/uu... _ _ _ ... THV--- 1.19
OxP Ox? (1.19)

A skalar derivéaltjai az f(z) = f'(2'(z)) Osszefiiggés alapjan
of _ of ox"”

ot Ox' Oxh

szabaly szerint transzformalédnak.

(1.20)

Kovaridns vektornak nevezziik az olyan 4-komponensti A, mennyiséget, amely-
nek komponensei tigy transzformalédnak mint a skalar derivaltjai:

o'
A“ - @Alu. (121)

A fenti definicidk mellett tetszoleges A* és B* vektor skaldrszorzata invarians:

ozt ox'™ ox'"
u — wnt T AVt
A"By = ox'" Ox* e (%”’A Bx
= 6§A’"B’n =A"B,. (1.22)

A g, metrikus tenzor inverze definicié szerint az

9uwg”"™ = 6, (1.23)
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osszefiiggéssel definidlt g*” tenzor. Ervényes tovabba, hogy a metrikus tenzorral
lehet az indexeket fel- ill. lehizni:

AF =g A, A, =guA”. (1.24)
A skaldrszorzat
A¥B, = ¢" A, A, = g AFAY (1.25)

alaku.

1.8 Az altalanos relativitas elve

Az 3altalanos relativitas elve azt mondja ki, hogy a természet torvényeinek
matematikai alakja az dltalanos koordinatatranszformacidk soran valtozat-
lan marad, azaz kovarians.

A fizikai rendszereket leird hatds az altaldnos koordinatatranszformdécidkkal
szemben skaldrként kell viselkedjen.

1.9 Kovaridns derivalt [1]

Arrél mar beszéltiink, hogy skaldr(mez06) derivaltja kovaridns vektor(mezo).

Mit mondhatunk a vektormezé derivaltjar6l? Hogyan tudjuk egyaltalan értel-
mezni? Arrél konnyen meggy6zodhetiink, hogy a %‘;‘f parcialis derivalt nem transz-
formaldédik tenzorként. Ez azért van igy, mert az A¥(x+dx) — A*(x) &sszehasonlitéds
nem értelmes. A téridé-sokasdg minden pontjaban tudjuk értelmezni a vektorok
terét, de az x + dx pontban értelmezett vektorok tere mas, mint az x pontban
értelmezett vektorok tere. Ahhoz, hogy két vektort kivonhassunk egymésbdél, mind-
kettének ugyanazon vektortér elemének kell lennie. Ezt ugy tudjuk elérni, ha az =
pontban értelmezett vektorok terét elébb leképezziik az x + dx pontban értelmezett
vektorok terére. Ezt nevezziik parhuzamos eltolasnak. fgy kapjuk az A*(z) vek-
torbdl a P(x+dx «— x)A*(x) vektort. Természetesen ennek masak a komponensei az
x+dx pontban felvett koordindtabazisban, mint az A*(z) vektoréi az = pontban fel-
vett mésik bazisban. A vektormezd megvéltozasan végil az A*(x+dx)— P(z+dx —
x)AH(x) kiilonbséget értjiik. Az A*(z) vektor komponensei a parhuzamos eltolds
esetén linearis transzformdciot szenvednek. A megvéltozas egyuttal a dx” ,,elmoz-
dulasban” is linearisnak kozelithet6 az infinitezimalis szakaszon torténd parhuzamos
eltolas esetén. frhatjuk tehat, hogy a parhuzamos eltolds (parallel transzport)
hatésa:

At(z) — P(x+dx — 2)A¥(z) = A¥(z) — b _A"(x)dz", (1.26)
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ahol a parhuzamos eltoldsra a tényleges utasitdst a I'¥, 3-indexes mennyiség adja
meg, amelyet konnexiénak neveziink. A konnexié nem tenzor.

Az A" vektormezének az x*(s) gorbe ds ivhosszi infinitezimélis szakaszan a
megvaltozasa:

DA* = A¥(x +dz) — P(z + dz « x)A"(x)
0A* dz¥ dz"”
| AB(r) — T Av ()
o - (o - @)
dz”
ds’

= A'(a)+

= V, A" (1.27)

ahol bevezettiikk a kovarians derivaltat:

AH
V, A4 = %+rgu,4~. (1.28)

A kovarians derivalt tenzorként transzformalddik.

A fentiek altalanositasaként megadjuk a kovaridns vektormezé és a masodrendii
kontra- ill. kovaridns tenzorok kovarians derivaltjat:

0A

_ M
Vod, = 5E-T0A,
v o Ky v K
v, = 57 + I, T + T TH,
aTNV K K K
VPTNV = OxP - FW;TIW - FpI/T“ ’ (129)

A metrikus tenzor parhuzamos eltolaskor nem valtozik, azaz kovarians
konstans:

V,g" = 0. (1.30)
A konnexi6 (a Christoffel-szimbdlumok) kifejezhet6k a metrikus tenzor segitségével:

lg‘u)\ (ag/\I/ agn)\ _ agnu) )

NS (1.31)

2 oxr oxY oz

1.10 Geodetikusok

A geodetikusok olyan gorbék, amelyeknek az érint6i egymasbdl a gorbe
menti parhuzamos eltolassal kaphatok meg. A geodetikusok ezért a Min-
kowski-tér egyeneseinek az altalanositasai.
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Definici6 szerint, ha z#(s) a geodetikus paraméteres egyenlete, akkor az érin-
tévektordra ut (s + ds) = P(x(s + ds) <« x(s))u*(s) érvényes, ami azt jelenti, hogy
az érint0 kovarians derivéltja zérus. Az érinto tehat kovaridns konstans a geodetikus
mentén:

vt = 0. (1.32)

Ezt részletesen kiirva:
ou#
ox”

Szorozzuk az egyenlet mindkét oldalat u”-vel, akkor a geodetikus egyenletét az
alabbi alakban kapjuk:

FTH w5 = 0. (1.33)

— + D4 ufu = 0. (1.34)

A szabadon esé tomegpont az

dz# dx
S = —moc/ds = —moc/dswgw,%d—i (1.35)

hatassal adhaté meg. Ha rogzitett végpontok kozott a vildgvonalat varidljuk, akkor
hasonlé mozgasegyenletre jutunk, mint a specialis relativitaselméletben:
d’zt . dz¥ dz*
ds® YA ds ds’
Ha ezt atrendezziik, olyan geodetikus egyenletét kapjuk, amelynek érintéje idoszerti.
A részecskék szabad mozgasuk sordn tehat id6szeri geodetikusokat irnak
le a térid6ben.

(1.36)

A geodetikusokkal kapcsolatban még megjegyezziik, hogy léteznek fényszerii
és térszerli geodetikusok is, azaz olyan geodetikusok, amelyek érintdje fényszert ill.
térszerli vektor.

1.11 Lokalis inerciarendszer

Az ekvivalencia-elv értelmében a téridé barmely pontjanak kornyezetében létezik
lokalis inerciarendszer. A lokalis inerciarendszert az a szabadon es6 tirhajé valdsitja
meg, amelynek vildgvonala éppen athalad a térid6 ezen pontjan. A lokalis inercia-
rendszerben Minkowski-koordinatdkat vezethetiink be. Ezek Lorentz-transzformécié
erejéig vannak meghatarozva. A lokadlis inerciarendszerben a Minkowski-
koordinatak természetes megvalasztisa a parhuzamos eltoldson alapul. Ennek
lépései az alabbiak:
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1. A szabadon es6 tirhajé G vilagvonala idGszeri geodetikus. Valasszuk a vilag-
vonal 7 = 0 pontjaban a vildgvonal u négyessebességgel adott érintdjét ebben
a pontban az id6koordindtdhoz tartozé e bazisvektornak.

2. Vegyiink fel tovabbi 3 bazisvektort, amelyek Minkowski-értelemben paronként
ortogonalisak. Ezek a térkoordinata-vonalak érintéi a 7 = 0 pontban.

3. Parallel transzportaljuk a 7 = 0 pontban felvett koordinata bazisvektorokat
a szabadon es6 lirhajé geodetikusa mentén annak tetszoleges 7 paraméterii
pontjaba. Miutdan geodetikus érint6i egymas parhuzamos eltoltjai, az idoiranyt
bazisvektor a pdrhuzamos eltolds sordn a G geodetikus érintdje, azaz idéirdnyu
bazisvektor marad.

A természetes Minkowski-koordinatarendszerrel kapcsolatban jegyezziik meg:

e A lokalis inerciarendszerben bevezetett természetes koordindtarendszerben az
tirhajo G vilagvonaldn a ¢ koordinéataido és a 7 sajatidé megegyezik. A térbeli
koordinatarendszer origéja a szabadon esé tirhajéban nyugalomban marad
(egyiittmozgd koordinatarendszer). Pontosan ennek a pontnak a vildgvonala

G.

e Azt mondjuk, hogy az iirhajé (a lokilis inerciarendszer) nem forog, ha
a természetes koordindtarendszer tengelyei az tirhajé faladt a mozgdsa soran
mindig ugyanott metszik.

e A szabadon es6 trhajé G geodetikusan a konnexié zérus, azaz a metrikus
tenzor elsd (parcidlis) derivéltjai elt{innek.

Arra nézve, hogy a lokdlis Minkowski-koordinatdk a szabadon es6 tirhajé G
geodetikusdnak milyen méretli kornyezetében jelentenek jo kozelitést az ugynevezett
geodetikus deviacié ad felvildgositast. Hasonlitsuk ossze az trhajéban a 7 = 0
sajatid6-pillanatban az n°(7 = 0) térbeli ponton dtmend G’ geodetikust a térbeli
origén atmend G geodetikussal. Az n*(t) alakban parametrizalt G’ geodetikus egyen-
lete:

d2771(t) % v
2 = =T, (n)uu”. (1.37)
Itt a konnexi6 7 szerinti sorfejtése linedris taggal kezdddik:
. . or® or®
T = I | - | K 1.
(1) w(G) + 5 S (G)" = — (G, (1.38)

ezért a G’ érintdjét legalacsonyabb rendben kozelithetjilk G érintdjével, u* = cbf.
Ekkor a geodetikus deviacié egyenlete:
d*n' 20T
= —c"—(G)n". 1.39
=SBy (139




A lokalis inerciarendszer természetes Minkowski-koordinataiban felirt egyenlet mu-
tatja, hogy nem szabad mozgasnak latjuk a G-hez infinitezimalisan kozeli G’ geode-
tikuson a mozgast, hanem azt az egyenlet jobb oldalan &all6 tgynevezett arapdly-
erd, mint tehetlenségi eré befolyasolja. Abbdl, hogy ez az er6 mekkora, arra lehet
kovetkeztetni, hogy mennyire j6 kozelités a G kornyezetében a Minkowski-koordina-
tak hasznalata. Masképpen, a geodetikus devidcié muatja meg, hogy milyen méretii
tartomanyra lehet a lokdlis inerciarendszert jo kozelitéssel kiterjeszteni.

1.12 Integralas

Az 4ltaldnos z¢ — z'¥(x) koordindtatranszformécié sordn az infiniteximadlis dQ
négyes-térfogatelem a transzformacié Jacobi-determindnsaval szorzédik meg:

ox
dQ = |J|dSY, J= det | —]. 1.40
J (o) (L0
Miutan a metrikus tenzor transzformacioja:
ox* Ox”
ga(z) = Ep —ax,)\guy(:r), (1.41)
a metrikus tenzor determindnsa, g = det g,, és a véltozé-transzformacié Jacobi-

determinansa kozotti kapcsolat: ¢' = |J|?g. Kovetkezésképpen a /—gdS) meny-
nyiség invarians skalar.

Az m silyad tenzorsiuriségen olyan mezot értiink, amely altaldnos ko-
ordinatatranszformacio soran a

_ oz'" o' -
TI uv..  _ m LR
(T) 171 oz* dz*

szabaly szerint transzformalddik. Ezen definicié értelmében:

(1.42)

1. A g" metrikus tenzor 2 silyu striiség.
2. A metrikus tenzor determindnsanak négyzetgyoke, /—g 1 sulyu skaldrsiiriiség.

3. Ha s(z) skaldrmez6, akkor s(z),/—¢ 1 sulyu stirtiség.
A térfogatelem és a tenzorstiriiségek transzformaciéjat egybevetve:

e Ha 5(x) 1 stlyu skaldrstirtiség, akkor [, d€2's'(z') = [, d25(z) invaridns. En-
nek kovetkeztében

/Qs(x)\/—_ng = inv. (1.43)

ha s(z) skalar.
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Végul megadjuk az m silyu tenzorsiiriiség derivaltjanak kiszamoldsara vonatkozé
osszefliggést:

v, = 9,

N

ox?
= 0, I+Y I'-T—mI},T. (1.44)
+

Lyr.r g VT

1.13 A gorbiilet

Matematikai szempontbdl nézve a térid6 egy négy-dimenziés sokasdg. A sokasagok-
nak van egy nagyon fontos jellemzdje, amelyrol még nem beszéltiink. Ez a gorbiiletiik.
Mindenki szdmdra ismerds, hogy a sokasdg ,,gorbiiltsége” megvéltoztatja a sokasdg
geometriajat. Pl. a gomb feliiletén a haromszog szogeinek Gsszege nem 7, nem Ugy
mint a sikban, stb. Ezt a kiilonbséget a hajézdsban és a térképészetben mar nagyon
régota figyelembe is veszik.

Sikgorbe adott pontjaban a gorbiiletet a gorbiileti sugdr reciprokaval szokas
jellemezni. A gorbiileti sugar a sikgorbét az adott pontban érint6é kor sugara. Ha-
sonléan a 2-dimenzids feliiletek gorbiiletét az adott pontjukhoz tartozo két fogorbiileti
sugarral lehet jellemezni. Az adott pontban normalist allitunk a feliiletre. Majd
felvesziink egy sikot, amely a normadlist tartalmazza és azt a normalis koriil korbe-
forgatjuk. A sik minden helyzetében kapunk egy sikgorbét a feliilet és a sik metszés-
vonalaként. Ezek gorbiileti sugarai koziil a maximalis és a minimalis jelentik az R
és az Ry fogorbiileti sugarakat.

A gorbiilet fenti jellemzése nem altalanosithaté a téridére, ugyanis a téridot
nem tudjuk kiviilrél, egy nagyobb dimenzids beagyazd térbdl szemlélni. A gorbiilet
olyan definicigjara van tehat sziikségiink, amely a sokasidgon beliili méréseken ala-
pul. Ilyen definiciét eloszor Gauss talalt a 2-dimenziés feliilletek gorbiiletére. A
hires ,,Theorema Egregium”-ban bebizonyitotta, hogy a fogorbiileti sugarakbol
képezett K = 1/(R;Ry) Gauss-gorbiilet az egyediili olyan, a feliileten ér-
telmezhetd gorbiilet, amelynek értéke a feliileten végzett mérésekkel is
megallapithata.

A térid6 csakis beliilrdl vizsgdlhaté. Olyan gorbiilet-fogalomra van tehat
az altalanos relativitaselméletben sziikségiink, amely a térid6n ,,beliil”
elvégzett mérésekre van alapozva. A vektorok parhuzamos eltoldsa segitségé-
vel sikeriilt a gorbiilet ilyen fogalmat bevezetni a sokasagok elméletében.

Miel6tt a gorbiilet mérésére megadnank az utasitast, tanulsdgos arra gondolni,
hogy pl. ha a gomb valamely szélességi kore mentén, a kor valamely P pontjaban vett
érintovektort onmagaval parhuzamosan korbevissziik, akkor eredményiil nem az ere-
deti vektort kapjuk. (Ez nyilvdnvald, ha figyelembe vessziik, hogy a szélességi korre
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emelt érintokup a sikba kiterithetd, azaz a csucsa kivételével mindenutt euklideszi
geometridju, s ezért a vektor parhuzamos eltoldsa benne ugyanugy szemléltetheto,
mint a sikon.) Ez a példa illusztrédlja, hogy altaldban a sokasig gorbiiltsége azt
jelenti, hogy a parhuzamos eltolas egy zart gorbe mentén nem trivialis eredményre
vezet. Masképpen, gorbiilt sokasagon annak az eredménye, hogy a V vektort a
P pontbdl az 1-es ill. a 2-es uton toljuk el parhuzamosan a () pontba, altaldban
kiilonb6z6. Megforditva, a sokasdag nem gorbiilt, ha a parhuzamos eltolas
eredménye fiiggetlen az uttol.

Ha a sokasag nem gorbiilt, akkor létezik olyan V# vektormezd, amely
a sokasdgon mindeniitt Oonmagaval parhuzamos, azaz amely kovarians
konstans:

V,VE = 0. (1.45)

Ez részletesen kiirva azt jelenti, hogy

oVH
= —I* V", 1.46
- ' (1.46)
Miutén a kétszeres parcialis derivalas sorrendje felcserélheto, azaz
PV PV

= 14
oxPOxY oxvozr’ (1.47)

integralhatdsdagi feltételt kapunk a V# vektormezot meghatarozé egyenlethez:

0 0

_ 1% KY __ " K _
s Ta V) = o (re,ve) = o (1.48)
Ez az aldbbi alakba irhaté:
[— ar’léu 811%9 A A K
RV = ((')xp ~ g + T4, — T3, | VE=0. (1.49)
Ha ez az Osszefiiggés a sokasdg valamely pontjan tetszoéleges V# vektorra fenndll,
azaz ha R, ,, = 0, akkor abban a pontban a sokasiag nem gorbiilt.

Az R" , mennyiség tenzor. Ez jol 1dtszik a behelyettesitéssel igazolhaté
RLVY = (VeVa=VaV,) VH (1.50)

azonossagbol. Az utébbi azonossag alapjan a téridé gorbiiltségét az alabbiak
szerint ,,mérjik”: a tetszoleges V# vektort elészor A majd x irdnyba, ill. elészor
k majd A irdnyba toljuk el egy a (k, \) sikban fekvé infinitezimélis parallelogramma
mentén, és az igy kapott két eltolt vektor kiilonbségét vessziik; a ,,mérést” minden
orientdcidju parallelogrammara elvégezziik. Az R", |, Riemann-tenzor, vagy mds
néven gorbiileti tenzor tehit a sokasig gorbiileti viszonyait méri (lokélisan). A
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Riemann-tenzor komponenseinek 2 utolsé indexe azzal kapcsolatos, hogy mely in-
finitezimdlis parallelogramma mentén torténik a vektor parhuzamos eltoldsa, az elsé
2 index pedig azzal, hogy a vektor a koordinatabazisban a parallel transzport soran
hogyan fordul el.

A Riemann-tenzor ill. a bel6le képezett R,,.n = gu,R’,.\ tenzor az indexek
felcserélése szempontjabol az alabbi szimmetridkkal rendelkezik:

R,uun)\ = Rm\/u/a
R,u,un)\ = _Ru;m)\ = _R/,w)\n = Rl/,LL)\Ii)
R,ul/n/\ + R/Am\u + Ru)\un =0. (151)

A Riemann tenzorbdl kontrakcioval all el6 a Ricci-tenzor:

R, = R

o) (1.52)

és tovabbi kontrakciéval a Ricci-skalar, az ligynevezett Riemann-gorbiilet:

R = R, (1.53)

A 2-dimenziés feliilletek esetében a Gauss-gorbiilet a Riemann-gor-
biilettel aranyos: K = %R. Ez mutatja, hogy a Gauss-gorbiilet valéban belsd, csak

a feliileten végzett mérések alapjan is meghatdrozhaté. Altaldban a Riemann-gor-
biilet tetszoleges dimenziéban, igy a 4-dimenziés téridoben is a metrikus tenzorral és
annak derivaltjaival van kifejezve, azaz a térido belsé jellemzdivel. Meghatarozasahoz
igy nem kell semmilyen bedgyazé térre hivatkozni.

A gorbiileti tenzor kielégiti az tigynevezett Bianchi-azonossagot,
vauun)\ + VnRuu/\p + VARuupn = Oa (154)

amelybol kontrakciéval az aldbbi azonossag kovetkezik:

14 1 v J—
v, (’, - 58R) = 0. (1.55)
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2 A centralszimmetrikus térid6 [2]

Az alabbiakban az ekvivalencia-elv sztatikus centralszimmetrikus téridében
érvényes kovetkezményeirdl lesz sz6. Olyan kovetkezményekrdl, amelyek fligget-
lenek attol, hogy milyen dinamikai egyenletek alapjan hatirozzdk meg a gravitdlo
tomegek a térido strukturdjat.

Megfontoldsaink soran az alabbiakat vessziik alapul:
1. Gombszimmetrikus csillag kornyezetében a térid0 centrdlszimmetrikus. Fel-
tessziik egyuttal, hogy a csillag tulajdonsagai annyira lassan valtoznak, hogy

az idébeli valtozastol teljesen el lehet tekinteni, azaz tgynevezett sztatikus
centralszimmetrikus téridét vizsgalunk.

2. Nem hasznaljuk fel a térido strukturdjat, azaz a metrikus tenzort meghatarozé
dinamikai egyenleteket.

3. Mint tapasztalati tényt hasznaljuk fel Newton gravitaciés torvényét.

2.1 A metrika a csillag kérnyezetében [1]

A csillag kornyezetében mozgé, nem relativisztikus pontrészecske (bolygd) mozgését
az

S = /dt (%m(ﬂ)? — mgc® — moqb) (2.1)

hatas irja le a csillag ¢ gravitacios potencialterében, ha a specialis relativitaselmélet
és a Newton-i gravitacios torvény talajan maradunk. Ennek 0sszhangban kell lenni
az altalanos relativitdselmélet azon szemléletével, hogy a bolygé az

S = —/mocds (2.2)

hatas altal adott médon szabadon esik a csillag gravitaciés hatasa altal 1étrehozott,
g metrikus tenzort téridoben. Kérdés, milyen alakl metrika esetén van meg az
osszhang a kétféle szemlélet kozott? A hatds kétféle alakjanak Osszehasonlitasabol:

v 9
ds = — — 4+ L) dt. 2.
s <c 5 + c) (2.3)

Négyzetreemelés utdn a ¢ — oo hataresetben:

ds* ~ (¢4 2¢)dt* — (di)? (2.4)
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ahonnan leolvashatjuk, hogy a csillag kozelében a metrikus tenzor a Min-
kowski-téridé metrikus tenzoratol csak a gy komponensében tér el:

goo = 1+ —. (2.5)
Gombi poléarkoordindtdkban a gravitacids potencidl
¢ = —G%, (2.6)
ahol M a csillag tomege. Ekkor az ivelemnégyzet
ds? = (1 - :—9) (d2)? — dr” — 1 (d6° + dig” sin” 6) (2.7)

ahol r, = 2GM/c®. Ennek a koordindtarendszernek az r = 0 origdjdban nyugszik
a csillag és az 2° = ¢t =4ll. 3-dimenzids térben goémbi poldrkoordindtékat lehet
felvenni, azaz ez a tér euklideszi.

A metrika fenti kozelitd alakja nyilvdn nem érvényes r < r, radidlis ko-
ordinatdk esetén. A Newton-i gravitacios elmélettel a megfeleltetést ezért csak
r — o0 esetén szabad megkovetelni. Ugyanakkor a bolygdopalyak atlagsugara, a, sot
a Nap sugara, Ry is nagyobb mint a Nap tomegébdl szarmaztatott r, gravitacios
SUgar.

A konnexi6 el nem tiiné komponensei:

1do r
0 _ — _ 9
Tor=To0 =52 =—5.3 (2.8)
A gorbiileti tenzor el nem t{iné komponensei pedig
r r Ty .
ROTOT = T—g, R0909 = —ﬁ, Rowo(p = —i sin 6. (2.9)

Ez azt jelenti, hogy a csillag kornyezetében a térido gorbiilt. Ugyanakkor valamennyi
Rijkl komponens zérus, ami azt jelenti, hogy a t = 0 hipersik, a 3-dimenziés tér,
amelyben a csillag nyugszik, nem gorbiilt.

A geodetikusok egyenletét felirva majd behelyettesitve a konnexié fenti kife-
jezését az alabbi észrevételeket lehet tenni a ¢ — oo hataresetben:

1. A geodetikusokon a 7 sajatidd azonos a ¢t = 2°/c koordindtaidével.

2. A geodetikusok egyenletei a ¢ centrdlszimmetrikus gravitaciés potencidl-
térben Kepler-palyan mozgé tomegpont egyenletei.

A gorbiileti tenzor elemei a bolygépélydk atlagos a sugaranak megfeleld tavol-
sdgon nagyon kicsik, mert r, < a. A bolygdk tehat a térid6ben majdnem
egyenes vildgvonalon mozognak. Valgjaban csavarvonal a vilagvonal, amelynek
sugara a Fold esetén kb. 9 fényperc, mig a menetemelkedése kb. 1 fényév. Ennek a
csavarvonalnak a z° = ct =4ll. hipersikra esd vetiilete a Kepler-palya.
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2.2 Napdagély [2]

A napdagdly jelensége a Foldon félnapos periédussal jelentkezik. A tengerek
a Fold kozéppontjat és a Napot 6sszek6té egyenes mentén a Nap fel6li
oldalon kidudorodnak.

Ez a jelenség a geodetikus deviacié alapjan magyarazhato. A Fold a G geode-
tikuson szabadon esik. Helyezziink egy prébarészecskét a dudor tetejére. Az is
szabadon esik a G’ geodetikuson. A Folddel egyiittmozgd lokalis inerciarendszerb6l
nézve azonban a probarészecske mozgasa nem szabad mozgéasnak latszik. A lokalis
inerciarendszerben a geodetikus devidciénak megfeleléen a dudor tetejére tett pro-
barészecskére tehetetlenségi eré hat, amely igyekszik azt a Fold kozéppontjatol
tavolitani. A molekuldris erék tartanak ezzel a tehetetlenségi erével egyensilyt.
Ez hatdrozza meg a dudor méretét.

A napdagdly tehat értelmezhet6 az ekvivalencia-elv alapjan.

2.3 A centralszimmetrikus téridorol altalaban

Csillag kornyezetében a térido centralszimmetrikus kell legyen. Most a sztatikus
centralszimmetrikus téridérol mondjuk el mindazt, ami az ekvivalencia-elvbol kovet-
kezik. Sztatikus a térid6, ha a metrikus tenzora nem fiigg a koordinataid6tol.
Kozelitoleg sztatikus, centralszimmetrikus téridé olyan gémbszimmetrikus csillag
kornyezetében alakulhat ki, amelynek tulajdonsigai idében nagyon lassan valtoznak.

Kezdjiik a gondolatmenetiinket azzal, hogy a csillagtél végtelen tavol az ekvi-
valencia-elv és a Newton-i gravitaciéval valé megfeleltetés értelmében a metrika a
Minkowski-metrikaba megy at:

ds® = cJdt* — (dr)? = Adt® — da® — dy® — d2°. (2.10)

A Minkowski-metrikdban az ivelemnégyzet invaridns az x — v +ag, y — y+ay, 2 —
z + a, eltolasokkal és a térbeli elforgatasokkal szemben. Irjuk at az {velemnégyzetet
gombi polarkoordinatékba:

ds®* = *dt* — (dr* + r*d6® + r*sin® 0dy?). (2.11)

Centralszimmetrikus téridében csak a forgdsszimmetriat akarjuk megorizni. Ezért
az ivhosszelem négyzetének dltalanos alakja:

ds* = P(r)ddt* — Q(r)dr? — R(r)(d#* + sin® 0dp?), (2.12)

ahol P(r), Q(r) és R(r) tetszéleges, csak a radidlis koordinatatdl fliggd fliggvények.
A metrikus tenzor el nem tind komponensei:

goo = P(1), grr = —Q(7), gop = —R(7), g, = —R(r) sin* 0. (2.13)
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A metrikus tenzor az 2° = ct koordindtaid6tdl is fiiggetlen, ami a téridd sztatikus
jellegét fejezi ki.

Meg lehet mutatni, hogy az r radialis koordinata mindig megvalaszthaté ugy,
hogy R(r) helyén r? alljon. Ilyenkor az r =4ll. korok keriilete 2rm és az ivhosszelem
négyzete

ds> = A(r)c*dt® — B(r)dr® — r*(df? + sin” fdp?). (2.14)

Azokat a koordinatakat, amelyben az ivelemnégyzet a fenti alaki Schwarzschild-
koordinataknak nevezziik. A csillagtol végtelen tavol, r — oo, az egyiitthaté-
fliggvények

A(r) — 1, B(r) —1 (2.15)

aszimptotikus viselkedést kell mutassanak. Ez biztositja, hogy a csillagtél nagyon
tavol, ahol a gravitaciés hatas elhanyagolhato, a téridé Minkowski-geometridji.

Az A és a B egyiitthatok dimenziétlanok. Ezért csak a radialis tavolsag és
egy masik tavolsag hanyadosatol fiigghetnek. Az elméletben a csillag sugara nem
szerepel. Az egyetlen tdvolsdg jellegli mennyiség az r, gravitdciés sugdr, amelyet
a csillag tomegébdl kell univerzalis allandék segitségével képezni, r, = 2MG/c%.
Az egylitthaték tehdt r/r, figgvényei. Miutdn r, kicsi, azért a csillagtdl nagy
tavolsagban az egyiitthaték sorbafejthetok az r,/r kicsiny paraméter szerint:

2 3
Ar) ~ 1—a7"—f’+ﬂ(r—g) +o(7"—~") ,
T T T

2
1442 +0 (T—9> . (2.16)
T T

=
=
2

Itt az a, B és a v paraméterekkel adott paraméteres alak fiiggetlen azoktol a di-
namikai egyenletektol, amelyek megmondjdk, hogy a gravitdlé anyag milyen médon
hatdrozza meg a metrikat. Az Einstein-féle altalanos relativitaselméletben a megfe-
lel6 dinamikai egyenletekbdl, az Einstein-egyenletekbdl o« = v = 1 és f = 0 addédik
a centralszimmetrikus megolddsra.

2.4 A voroseltolédas [2, 4]

Tegyiik fel, hogy a Napban 1év6 A atom w, frekvenciji, azaz Aty = 27w /wy
periodusidejii fényjelet bocsat ki, amelyet a Foldon 4ll6 B megfigyeld a sajat nyugvo
érajanak sajatidejében mérve Arp periddusidejiinek, azaz wp = 27 /A7p frekvenci-
ajunak detektal. A voroseltolodas azt jelenti, hogy az észlelt wg frekvencia kisebb
mint a kibocsatott w4 frekvencia.
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Sztatikus téridében a koordinataidH o-tartam és a sajatidé-tartam kapcsolata
csak helyfliggd:

A
goo(z?)
Ezt a kapcsolatot hasznalhatjuk fel a voroseltolédas jelenségének értelmezésére.

A helyfiiggetlen At koordinataiddre:

A A
At = —=A T8 (2.18)
Vo00(4)  1/g00(B)
Az észlelt frekvencia tehat
goo(A)
wa, 2.19
= N ) (219)
ahol
2¢(A) ry 2¢(B) Ty
Ay ~1 =1-— B)~1 =1-—= 2.2
goo(A) + 2 B’ goo(B) + 2 " (2.20)
A Fold atlagos a palyasugara sokkal nagyobb mint a Nap Ry sugara, ezért
W4 — WR 1 T 1 1
= =~ —(¢(B)— (A :—g(—— —) : 2.21
> S0 - o) =35 (—c+5-) >0 @2

A Napbdl kisugarzott fényjel frekvenciajat kisebbnek észleljiik a Foldon,
mint amekkora az a sugarzé atom nyugalmi rendszerében. Az atomi szin-
képvonal tehdt a vorés (az alacsonyabb frekvencidk) felé tolédik el. Az eltolédés
azonban olyan kicsi, hogy a Napbdl érkez6 sugdrzds vonalszélessége anndl sokkal
nagyobb. Ezért a voroseltolodas ilyen médon nem mérhetd.

A voroseltolédast végiil Fold-i koriilmények kozott sikeriilt megmérni az 1960-
as években a Maossbauer-effektus segitségével. A kisérlet lényege, hogy egy kb.
h = 10m magas torony aljardl bocsatottak ki elektromagneses hullamot, amelyet
a torony tetején észleltek. Az elektromdgneses hulldm a %" Fe radioaktiv izotép 4ltal
kibocsatott 6 - 10713 relativ szélességli gamma-sugdrzds volt, amelyet ugyanilyen
izotop rezonancia-abszorpcidval detektalt. A rezonancia-abszorpcié megsziinik, ha
a sugarzas frekvencidja eltolodik. A gravitdcids frekvenciaeltolédds

w4 — Wg 1 gh _15
—— =~ —=(¢(B)—¢(A) = = =~ 1,1-10 (2.22)

WA c?

értékii volt, amelyet 1 %-os pontossaggal sikeriilt meghatédrozni.

26



2.5 Fénygorbiilés [2]

Az ekvivalencia-elv tovabbi kisérleti bizonyitéka a graviticiés fénygor-
biilés. A jelenség abban &ll, hogy a F6ldon vizszintes irdnyban kibocsatott
fénysugar lefelé gorbiil. Egyszerii érvelés alapjan beldthatjuk, hogy ilyen effek-
tusnak fel kell 1épni. A Fold felszinén a lokalis inerciarendszer a szabadonesé rend-
szer. A fény ebben terjed egyenes mentén. A Fold felszinén nyugvd rendszer nem
inerciarendszer, mert a Fold megakadalyozza a szabadesésben, azaz a szabadon es6
inerciarendszerhez képest felfelé gyorsul. Akkor a fénysugdrnak ebben a rendszerben
tényleg lefelé kell gorbiilnie, ,,mintha a Fold gravitalé hatasanal fogva vonzana”. A
fénygorbiilés mértéke a Foldon mérhetetleniil kicsi.

Hasonlé jelenség azonban bekovetkezik az allécsillagokbdl kibocsa-
tott fénnyel, amely a Nap kozelében elhalad. Olyan esetben, ha az allécsillag
a napkorong kozelében latszik, igyhogy az az allocsillagot teljes napfogyatkozaskor
eltakarnd, ha a fénysugar egyenes mentén terjedne, akkor esetleg mégis latjuk az
allécsillagot, mert az abbdl érkezo fénysugar a Nap gravitaciés hatasara meggorbiil
és eljut a Foldre. Szemléletes az a mechanikai analdgia alapjan végzett becslés
(Soldner, 1801), amely a fényt m tomegil részecskék potencidlszordasanak tekinti
a Napon. A részecskék iitkozési paramétere a p = Ry Napsugdr, a gravitacios
potencidl U/m = —MG/r, a részecskék sebessége a végtelenben v,, = c. Ekkor a
szogeltériilés 0, 82". A sztatikus centralszimmetrikus metrikan alapulé szémolasbdl a
fény altal befutott geodetikus szogeltériilésére a tapasztalattal egyezé 1, 75" adddik.

2.6 A perihélium-vindorlas [2]

A bolygépalyak nagytengelye a tapasztalat szerint forog az allécsillagok-
hoz képest. Ennek kovetkeztében a bolygépalyanak a Naphoz legkozelebb
es6 pontja, a perihélium is elfordul. Az elfordulds annal nagyobb, minél nagy-
obb a bolygépalya excentricitdsa, igy a Merkir esetén a legnagyobb. A Newton-i
gravitacios elmélet alapjan a perihélium-vandorlds a tobbi bolygd perturbdlé hata-
sanak a kovetkezménye. Ez a perturbéacié nagyon pontosan szamolhaté volt mar a
szazad elején. Az egyes bolygdk jarulékai a perihélium-vandorlashoz:

Vénusz 277,8” /évszéazad
Fold 90,0” /évszéazad
Mars 2,57 [évszazad
Jupiter 153,6” /évszazad
Szaturnusz 7,37 [évszazad

t6bbi bolygé 0,2” /évszéazad
A megfigyelt érték ezen jarulékok Osszegénél azonban 42,7” /évszézad értékkel na-
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gyobb. A Newton-i gravitacios elmélet tehat nem tudta megmagyarazni a
Merkur perihélium-vandorlasat.

Az ekvivalencia-elv alapjan a magyarazat egyszeri. A Kepler-palya a bolygd
geodetikusdnak ¢ — oo hatdresete. A geodetikus (vetiilete) azonban véges c esetén
eltér a Kepler-palyatol. Az eltérés alapjan

Ap = lea—QaT_V]%" (2.23)

jarulék adédik a perihélium-vandorldshoz, amelynek értéke Einstein altaldnos rela-
tivitdselméletében (« = v =1, = 0): Ap = 42,95” /évszdzad. Az dltaldnos rela-
tivitaselmélet magyarazatot ad tehat a Merkir perihélium-vandorlasara.
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3 Az Einstein-egyenletek és a Schwarzschild-meg-
oldas (2, 1, 4]

3.1 Az Einstein-egyenletek

Az altalanos relativitas elmélete azaltal valik zart elméletté, hogy az ekvivalencia-
elvet kiegészitjiikk azokkal a dinamikai egyenletekkel, amelyek meghata-
rozzdk, hogy hogyan alakitja ki a gravitdlé anyag maga koril a térido
geometrigjat.

A geometriat végso soron a metrikus tenzor mondja meg. A metrikus ten-
zor (szimmetrikus, mésodrendii tenzor) 10 komponensében azonban kétféle in-
formacié keveredik:

e a térid0 geometriai szerkezetére vonatkozo,

e ¢és a koordinatarendszer onkényes megvalasztasara vonatkozo.

Az altalanos koordinatatranszformaciot 4 tetszoleges fiiggvény adja meg. A di-
namikai egyenletek tehédt csak ezen dltaldnos koordindtatranszforméci6 erejéig hata-
rozhatjdk meg a metrikus tenzort. Ez azt jelenti, hogy a metrikus tenzornak csak
6 fiiggetlen komponense van. Mésképpen, ha 10 egyenletet irunk fel a metrikus
tenzor 10 komponensének meghatarozasara, akkor 4 tovabbi , kényszeregyenletnek”
is fenn kell allnia.

A térid6 geometriai szerkezetét az ekvivalencia-elv értelmében a
gravitalé anyag hatirozza meg. A silyos és a tehetetlen tomeg aranyossiga
miatt, minden tehetetlen tomeg egyuttal gravitalé tomeg is. A gravitacios hatast
azonban nem lehet egyszeriien a nyugalmi tomegeknek tulajdonitani. A specidlis
relativitaselmélet elvezetett ahhoz a jelentés felismeréshez, hogy minden energia
egytittal tehetetlen tomeget képvisel. Az energidt az energiaimpulzus-tenzor 7
komponensébol kell kiszamitani. Ennek alapjan arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy
a térid6 geometriajat az energiaimpulzus-tenzornak kell meghataroznia.

Az egyenletnek, amely a metrikus tenzor és az energiaimpulzus-
tenzor kapcsolatat megadja, dltalanosan kovaridnsnak kell lennie. Honnan
vezethetiink le ilyen kapcsolatot?

Erre kétféle megkozelités ismeretes, amelyek ugyanarra az eredményre vezetnek.

1. Az energiaimpulzus-tenzort a metrikat meghatarozé6 egyenletek for-
rastagjdnak tekintjiik. [2] Ezért az egyenleteket

G;u/ = K"T[,LI/ (31)
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alakban keressiik, ahol G, a metrikus tenzorbdl és derivaltjaibdl felé-
pitett szimmetrikus tenzor kell legyen. A k paraméter univerzalis allandé.
Azt hihetnénk, hogy ekkor szinte korlatlanul sokféle lehetoség kindlkozik arra,
hogy az egyenlet bal oldaldn 4ll6 G, tenzort megvalasszuk. A helyzet ennél
lényegesen jobb:

e Emlékezziink el0szoris arra, hogy az energiaimpulzus-tenzor divergencidja
zérus kell legyen, mert ez fejezi ki az energia és az impulzus lokalis meg-
maradasat. Ennek a fenti egyenlet esetében integralhatdsagi feltételként
ugyancsak teljesiilnie kell. A G, tenzornak tehdt divergenciamentes-
nek kell lennie.

e Tovabbi megszoritdst jelent, hogy a ¢ — oo hatdresetben, gémbszim-
metrikus téridében szeretnénk visszakapni Newton gravitacios elméletét.
Miutan a pontrészecske altal keltett gravitdciés potencial, a ponttoltés
altal keltett elektrosztatikus potencial analogonja, Newton elméletében is
Poisson-egyenlet adja meg a sztatikus gravitaciés potencialt. A Poisson-
egyenletben a potencidl masodik derivaltjai linearisan szerepelnek. Azt
is tudjuk, hogy az altalanos relativitaselmélet és a Newton-i gra-
vitacidés torvény kozotti megfeleltetés alapjan a potencidl masodik
derivaltjdnak a metrikus tenzor (goo komponensének) masodik derivaltja
felel meg. A megfeleltetés érvényessége varhatéan akkor fog fenndllni,
ha G,~-ben a metrikus tenzor masodik derivaltjaindl magasabb
derivaltak nem lépnek fel és ha a metrikus tenzor masodik de-
rivaltjai linedrisan szerepelnek benne.

Cartan megmutatta, hogy egyetlen olyan tenzor 1étezik, amely az Gsszes
fenti elvarasnak eleget tesz:

1
ij = RNV — éng/. (32)
A térido struktirajat meghatarozé Einstein-egyenletek tehat:
1
R, — §Rg“” = kTy. (3.3)

Az egyenlet bal oldalanak kovarians divergenciaja a Bianchi-azonossag kovet-
keztében zérus. Ezért az energiaimpulzus-tenzor kovarians divergenciajanak is
el kell tlinnie. Az energiaimpulzus-tenzor (kovaridns) divergenciamentessége
az Einstein-egyenletek integralhatdosagi feltétele.

. A legkisebb hatas elve alapjan is eljuthatunk az Einstein-egyenletek-
hez. [1, 4] A teljes S hatds a gravitalé anyag S, hatdsjarulékdnak és a ,,gravi-
taciés mezd”, azaz az adott geometridjui ,,lires” téridé S, hatdsjdrulékdnak az
osszege.
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A | gravitaciés mez8” hatdsjaruléka (az elektromédgneses mez6éhez hasonléan)
az egyes invaridns /—gd<) térfogatelemek fiiggetlen jarulékainak az Osszege.
A lokalis jarulék skalar kell legyen. A Riemann-gorbiilet a metrikus-tenzorbol
felépitett legegyszeriibb skaldr. Ezért a ,,graviticiés mezd”, azaz az adott
gorbiiletii térido hatasjaruléka:

1

A k univerzalis alland6t késobb rogzitjiik gy, hogy Newton gravitacids torvé-
nyével meglegyen az elmélet 6sszhangja.

Az anyagterek, mint pl. az elektromagneses mez6 hatasjaruléka

S = % /Q Ly/=gdQ (3.5)

alaku, ahol £ az anyagtér Lagrange-stiriisége. Ha ismerjiikk az anyagtér

Lagrange-siirtiségét a specidlis relativitidselméletben, akkor helyette-

sithetjiik a térid6-koordinatak szerinti parcidlis derivaltakat a meg-

felel6 kovaridns derivéltakkal és a térfogatelemet a \/—gd(2 szorzat-

tal. fgy olyan hatashoz jutunk, amely eleget tesz az ekvivalencia-elvnek. A

lokalis inerciarendszerekben ugyanis a konnexid zérussa vélik és a kovaridns

derivaltak atmennek a parcialis derivaltakba. Lokdlis inerciarendszerben vis-

szakapjuk tehat a Lagrange-stiriiségnek a specidlis relativitdselméletbol ismert

alakjat. (Megjegyzem, hogy ez a recept a hatds alakjdnak a megkeresésére

csak olyankor miikodik, ha a hatasban az anyagtér térido-koordinatdk szer-

inti parcidlis derivéltjai koziil csak az els0 parcidlis derivaltak szerepelnek.

Az elektromégnesesen, a gyengén és az erGsen kolcsonhatéd anyag esetében,

az alapveté elméletek szintjén ez igaznak is bizonyul.) Az anyagteret leir6

Lagrange-stiriségben a metrikus tenzor tehat a kovarians derivaltakon keresztiil
fordul el6. Ezért nem kell az anyagterek és a gravitaciés mez6 kozott

valamilyen ,,kiagyalt” kolcsonhatast feltételezni, mert az ekvivalencia-
elv értelmében az a fenti ,,receptnek” megfeleléen automatikusan

benne van az S,, hatasban.

//////

elképzelt megvaltozasa, azaz a metrikus tenzor tetszéleges infinitezimadlis

guv(m) - guU(x)+6guv(m) (3.6)

megvaltozasa esetén, amelyrol feltessziik, hogy az €1 térido-tartomany OS2
hatdrain eltiinik, 6g,, ()|, = 0.

e Kissé hosszadalmas, de elemi szamolas eredményeként

1
/Q G 89™ /= gdQ, (3.7)

65, = ——
g 2kc
ahol G, = Ry, — 3Ry, az Einstein-tenzor.
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e Az anyagtér hatasfunkciondljanak megvaltozdsa az energiaimpulzus-
tenzor definicigja szerint [1]:

1
= — L ovas
S o /Q T,,69" /—gdQ. (3.8)

Ezt higgyiik el egyelére. Kicsit késobb meg fogom mutatni, hogy az a
T,, tenzor, amelyet a fenti definiciéval vezetiink be, valéban az energia-
impulzus-tenzor. Fontos azt megérteni, hogy ez valoban definicié, azaz az
L Lagrange-stiriiség konkrét alakjat felhasznalva a hatas 6.5, variaciéja,
mint a térmennyiségek és a metrikus tenzor funkcionalja, kiszamolhato és
a jobb oldalon 4ll6 alakba irhat6. Ezutan le lehet olvasni az energiaimpul-
zus-tenzornak a térmennyiségekkel és a metrikus tenzorral kifejezett konk-
rét alakjat.

A legkisebb hatas elve értelmében a valdsidgos téridé azzal a metrikaval jel-
lemzett geometriai strukturat veszi fel, amely a hatés szélséértékéhez tartozik,
azaz amely koriili tetsz6leges infinitezimalis 6g,, varidciok esetén a hatds meg-
valtozésa zérus:

0 = 05=065,+065,
1
= / (KT, — Gu) 89" \/—gdS2. (3.9)
Ez akkor és csak akkor lehetséges, ha

G/u/ = K'T;U/- (310)

Latjuk, hogy mindkét megfontolds azonos eredményre vezetett, az Einstein-
egyenletekre. A metrikus tenzor 10 komponensére igy kaptunk 10 egyenletet. A
10 egyenlet azonban nem fiiggetlen egymadstél, mert az energiaimpulzus-tenzor ko-
varians divergencidjanak el kell tiinnie. Ez 4 integrdlhatésagi feltétel, ugyhogy a
fuggetlen egyenletek szama 10 — 4 = 6. Az Einstein-egyenletek tehat valéban
csak tetszbleges altalanos koordinatatranszformacié erejéig hatarozzak
meg a metrikus tenzort.

Az Einstein-egyenletek és a 0V F),, = j, Maxwell-egyenletek kozott parhuzamot
vonhatunk. Az egyenletek jobb oldalan mindkét esetben forrdastag all, amelyre konti-
nuitasi egyenlet érvényes. A kontinuitasi egyenlet mindkét esetben integralhatosagi
feltétel szerepét jatssza. A nagyon lényeges kiilonbség az, hogy a Maxwell-egyen-
letek a vektorpotencidlban linearisak, az Einstein-egyenletek pedig a metrikus
tenzorban nem linedrisak. Az elektromagneses mezore érvényes a linearis
szuperpozicié elve, azaz két toltés altal keltett elektromdgneses tér az egyes
toltések altal keltett terek linedris szuperpozicidja. A gravitaciés mezdre nem
igaz a linedris szuperpozicié elve. Két gravitalo test jelenlétében a térido
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metrikus tenzora nem azon metrikus tenzorok linearis szuperpoziciéja, amelyet az
egyes testek onmagukban hoznanak létre. Az elektrodinamikdban is ismeretesek
nem linedris jelenségek, de ezek csak akkor lépnek fel, ha specidlis kozeg van je-
len, amelynek elektroméagneses tulajdonsagai a térerésség nagysagatol is fiiggnek. A
gravitacios hatdasokban a nem linedris jelenségeknek eredendden jelen kell lenniiik,
mert a dinamikai egyenletek nem linearisak.

3.2 Az energiaimpulzus-tenzor [1, 4]

Az el6bb megel6legeztem az energiaimpulzus-tenzor definicigjat:

1
s —_— v —
8Sm % /Q T,,69" \/—gdS, (3.11)

ahol 6¢g"”(z) a metrikus tenzor tetszéleges infinitezimalis megvaltozdsa. Most azt
mutatom meg, hogy az igy definidlt szimmetrikus 7),, tenzor valoéban az
energiaimpulzus-tenzor.

Induljunk ki ehhez abbdl, hogy az anyagtér S,, hatdsfunkcionalja skalar, azaz
invarians az ivhossznégyzetet valtozatlanul hagydé barmilyen infinitezimalis lokalis
koordinatatranszformaciéval szemben. A hatés lokélis Poincaré-szimmetriaval ren-
delkezik. A hatas ennek kovetkeztében invarians az infinitezimalis lokalis eltolasok-
kal szemben is:

ot — " = ot + & (z). (3.12)
A hatés megvaltozasa tehat infinitezimdlis eltolasok esetén 6.5, = 0.

A (3.11) definiciéban a metrikus tenzor tetszéleges 6g"” megvaltozdsa szerepel.
Ennek specidlis esete az, amikor 6g"” lokalis eltoldas kovetkezménye. Ekkor a lokalis
Poincaré-szimmetria miatt 6S,, = 0. Mi ekkor a metrikus tenzor megvaltozasa? A
metrikus tenzor transzformaciéja:

oz’ oz"
Yo pk
g (') g (x)—axp e
oEH o&”
_ PK B v
=g (a:) <5p + a$p> <5n+ 33)“)
o0&+ o0&
~ uy pv UK
R g() + 9 S e (3.13)
ahonnan a bal oldalt
v 9g™ (x)
1
g (x) + Sr & (3.14)
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alakban sorbafejtve a metrikus tenzornak az infinitezimalis £ (z) lokélis eltolds sordn
bekovetkezé megvaltozdsara

6" = g"(z) - g"(z) = V"' + VIEY (3.15)

adddik. Ha ezt beirjuk a 7" szimmetrikus tenzort definidlé (3.11) egyenletbe, akkor
az alabbiakat kapjuk:

1
0=85 = - / T, (V¥ €H)/—gds)

1
= — / (V¥T,,)E"/—gd) + feliileti integrél (3.16)

ahol a feliileti integrdl eltiinik, ha a lokalis koordinatatranszformacié ott eltiinik. A
térfogati integral akkor és csak akkor zérus, ha fennadll a

V'T,, = 0 (3.17)

altaldnosan kovaridns kontinuitdsi egyenlet. Meg lehet mutatni, hogy ez ekvivalens
a

0" (V=gTw) = 0 (3.18)

kontinuitasi egyenlettel. A T" tenzort joggal tekintjilkk tehat az energiaim-
pulzus-tenzornak, mert a \/—¢7T"" tenzorsliriiség az a mennyiség, amelyre
azért all fenn lokalis megmaradasi torvény, mert a hatas a téridébeli
lokalis eltolasokkal szemben invarians.

3.3 A Schwarzschild-megoldas [2]

Schwarzschild megtalalta az Einstein-egyenleteknek a pontszerii csillag
altal 1étrehozott téridé esetére vonatkozé megoldasat. Pontszerii csillag
centralszimmetrikus téridét hoz létre. Ebben a metrika a (2.14) alaki az ekvivalencia-
elv kovetkeztében. Az Einstein-egyenletekbdl az A(r) és a B(r) egyiitthatdkat kell
meghatarozni.

A csillag helyét kivéve az energiaimpulzus-tenzor mindeniitt zérus: 7,, = 0.
Ez azt jelenti, hogy a homogén Einstein-egyenleteket kell megoldani:

1
Ruy—§ngj = 0. (319)

Azt, hogy a térid6t a pontszerii csillag alakitja ki, hatarfeltételekkel kell figyelembe
venni. (A helyzet ebbél a szempontbdl hasonld, mint amikor ponttoltés elektro-
sztatikus terét szamoljuk. A homogén Poisson-egyenletet oldjuk meg, és azt, hogy
a teret ponttoltés kelti, hatarfeltétellel vessziik figyelembe.)
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Képezziik az (3.19) egyenlet mindkét oldaldnak kontrakcidjat, akkor R = 0
adodik a téridé Riemann-gorbiiletére. Az Einstein-egyenletek tehat a pontszeri
csillagot koriilvevo téridében az

R, = 0 (3.20)

alakra egyszeriisodnek. Felhaszndlva a gorbiileti tenzor definiciéjat, ezek az egyen-
letek atirhatdk az A(r) és B(r) fliggvényekre vonatkozo kozonséges differencidlegyen-
letekké. Vegyiik ezekhez az

Alr) = go—1-—= (3.21)

hatarfeltételt, ha r — oco. Ez azt fejezi ki, hogy a végtelenben a téridé metrikaja
osszhangban van Newton gravitiacids torvényével. A hatarfeltétel teszi egyuttal
lehetévé a k univerzdlis dllandénak a rogzitését is: k = 8rG/ct. A feladatot
Schwarzschild oldotta meg és azt taldlta, hogy az ivelem négyzete

d 2
ds? — (1 _ 7;—9> 2di? — 1_% — 12 (d6” + sin® 0 dp?) (3.22)

alaktunak adodik.

Az ennek megfelel6 metrikdb6l meghatarozott gorbiileti tenzor komponensei
nem nulldk annak dacdra sem, hogy a Ricci-tenzor eltiinik. A csillag tehat gorbiilt
téridot hoz létre.

3.4 A fekete lyuk [2]

A Schwarzschild-megoldésnak nagyon érdekes tulajdonsdgai vannak. Az (z° = ct, )
koordinatak jelentése az r, gravitdciés sugdron kiviil és beliil killonb6z6. Mint az
az ivelem négyzetébdl latszik, a metrikus tenzor goo és g,» komponense az r = r,
helyen elgjelet valt. A {J: 7 > r,} tartomdnyban az 2° = ct koordindta idészerti és
az r koordinata térszerti, de az {F : r < ry} tartomanyban a helyzet megfordul, az
r koordindta az idészerii és az 2° = ct koordindta a térszerii. Ekozben a mésik két
térszerli koordinata, 6 és ¢ jelentése nem valtozik.

A metrikus tenzornak szingularitasa van az r = r4 hiperfeliileten és r = 0-ban
is. A kérdés az, hogy ezek fizikai szingularitasok-e, avagy csak a koordindtarendszer
ugyetlen megvalasztasanak a kovetkezményei?

1. A naifv megfontoldsok azt sejtetik, hogy az r = r, hiperfeliileten a szingularitds
csak a koordinatarendszer ,,ligyetlen” megvalasztasanak a kovetkezménye, u-
gyanakkor r = 0-ban valddi szingularitds van.
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o Végezzik el az
1 1 1

ro— r'= 5 r(r—ry) + o7~ 4" (3.23)
koordinatatranszforméciot. Az 1j radidlis koordinataval az ivelem négy-
zete:

2 1-72 ’ 2 112 To\* (12 2402 2 2 2
ds® = (ﬁ) cdt® — (1+4_7°> (dr + r°df* + r°sin” 0 dy )
(3.24)
Latjuk, hogy ilyen koordindtavalasztds esetén eltlinik az r = rg-nél a
szingularités.

e A gorbiileti tenzor r = 0-ban szinguldris, de r = r4-ben nem. A gorbiileti
tenzorbdl képezheté kvadratikus és harmadfoki invaridns az » = 0-ban
szingularis, de r = r4-nél nem.

2. A szingularitasok tehdt lehetnek dltaldban a koordinatarendszer valasz-
tasabol kovetkezo koordinataszingularitasok és valédi szingularitasok,
amelyek megjelenése fiiggetlen a koordinatak valasztasatél. Valodi
szingularitasrdl akkor beszéliink, ha a térid6 valamely pontjaba be-
futé geodetikusok nem folytathaték egyértelmiien. Ez azért jelent
fizikai szingularitast, mert az idészerti és a fényszerii geodetikusokon részecskék
ill. fény terjedhet, és a valédi szingularitast elérve nem egyértelmi, hogy merre
terjed tovabb az anyag ill. a fény.

Valamely sokasagon a geodetikusok az ivhosszparaméteriik véges értékénél két-
féleképpen érhetnek véget: vagy befutnak egy valédi szingularitdsba, vagy
elérik a sokasig hatdrat. A sokasdgot geodetikusan teljesnek nevezziik, ha
az nem fordulhat elo, hogy geodetikus az ivhosszparaméterének véges értékénél
éri el a sokasag hatarat.

A fizikai (valdsigos) térid6t6l megkoveteljitkk, hogy az idGszerii és
a fényszerii geodetikusokra nézve geodetikusan teljes legyen, azaz
(egyszeriibben fogalmazva) hogy a részecskék és a fény végtelen ideig tudjon
szabadon terjedni, ,,ne iitk6zzon a téridé hataraba”. Valddi téridoben az
idGszertl és a fényszerii geodetikusok igy csak valédi szingularitdsban érhetnek
az {vhosszparaméter (sajatidd) véges értéke mellett véget.

Ha ezen altalanosabb fogalmak segitségével vizsgaljuk meg a Schwarz-
schild-megoldast, akkor is azt talaljuk, hogy r = r4-nél csak koordi-
nata-szingularitas, r = 0-ban viszont valédi szingularitas van.

A Schwarzschild-megoldas {velemét at lehet irni olyan (c7), R, 0, ¢) koordina-
takra, amelyekben az ivelem négyzete:

ds? =

e~/ (PdT? — dR?) — r? (d6” + sin® 0 dy?), (3.25)

T
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ahol r-et az

R*—*T? = 4r? (1 - 1) e /"o (3.26)

Tg

egyenlet adja meg implicit médon. A fenti koordinatdkban az Einstein-egyenletek
pontszeri csillag téridejére vonatkozé megoldasarél az alabbiakat lehet elmondani:

vnd

Figure 1: A Kruskal-Szekeres-féle téridé (cT, R) térképe.

1. A téridé a 1. dbran lathaté (cT, R) koordinatatérképen (rogzitett € és ¢ esetén)
az

R? — T = —4r} (3.27)

hiperbola két dga kozé esé tartomany, amelyek » = 0-nak felelnek meg.
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2. Az R = =£cT egyenesek r = rg-nek felelnek meg. Ezeken az egyeneseken
nincsen semmilyen szingularitds. A bevezetett koordinatdkban a metrikus
tenzor mentes a koordindtaszingularitasoktol.

3. A Schwarzschild-megoldas r > r, tartomanya a 1. dbran a jobb oldali J tar-
tomany. Ebben az r =const. koordinatavonalak az R-tengelyre szimmetrikus
helyzetli paraboldk. A Schwarzschild-megoldds r < r, tartoménya a 1. dbran
az F' tartomany.

4. Az 1j koordinatdkban a megoldas tartalmazza a B és az A tartomanyokat
is. Ezekkel egyiitt a két r = 0 hiperboladg kozotti tartomény, azaz a térido
geodetikusan teljes. A Schwarzschild-megoldasnak ezt a kiterjesztését
nevezik Kruskal-Szekeres-kiterjesztésnek.

Figure 2: Az  4ll. ésa  4ll. o alak a Kruskal-Szekeres-féle térid6 (cT', R) térképé .

5. A Kruskal-Szekeres-koordinatakban a metrikus tenzor fiigg a 7 id6étél. A
t =all. feliiletek a (¢T, R) térképen az origén dthaladé egyenesek. ¢TI’ = —R
felel meg a t — —oo, ¢I' = R pedig a t — oo hatdresetnek (2. dbra). A J

38



szektorban 7' a t Schwarzschild-idével monoton né. A Schwarzschild-ido felel
meg a csillagot végtelen tavolrél nézé megfigyeld 6rdjan mért sajatidének.
Ez az id6 azonban nem alkalmas az r < r, tartomdnyon beliili események
id6beli rendezésére. Az F tartomanyban r jatssza az ido szerepét. A Kruskal-
Szekeres-koordinatak kozott T a téridé valamennyi szektoraban az id6 szerepét
jatssza. Az idGszerl geodetikusokon a sajatido

dr = Jry/re "/*sdT. (3.28)

Figure 3: A fé szerii eodetikusok és a o 6 eli 6 kipok a térid6 (¢, ) és a Kruskal-
Szekeres-féle (cT', R) térképé .

Vizsgdljuk meg kozelebbrdl az {F : r < r,} tartomdny fizikai tulajdonsagait.

1. Az iddszeri és a fényszerii vilagvonalak minden pontjukban a jovébeli fény-
kipuk belsejében haladnak. A csillagtol végtelen tavoli megfigyelé szerint
minden tirhaj6, amelyik az r = r, hatarfelilet felé utazik, azt csak végtelen
t id6 esetén éri el. A geodetikusok azonban az r = r, feliiletnél a t = oc-en
keresztiil egyértelmiien folytathatok, miutan itt nincs fizikai szingularitasa a
téridének. A Kruskal-Szekeres-féle 7" id6ben mért véges idotartam alatt éri el
a J tartomdny tetszdleges pontjdbdl inditott tirhajé az r = r, gombfeliiletet
és azon zavartalanul dthalad, minthogy ott nincsen fizikai szingularitds. Az
trhajo sajatideje a T idével ardnyos és nem a végtelnben nyugvé 6rakon mért
t Schwarzschild-idével, igy az tirhajosok véges sajatidé alatt léphetik at az
r = r4 feliiletet.
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2. Ezzel szemben barmely tirhajé és fényjel, amely az F' tartomany belsejébol
indul, véges sajatidé alatt beleszalad az r = 0 szingularitasba. Ez azt jelenti,
hogy sem részecskék, sem fényjelek nem léphetnek ki az F' tartomanybol.

Az F tartomdny a csillagot koriilvevd r, sugari gomb, amelynek
hatara csak egy iranyban atjarhatd, kiviilr6l befelé. Az F tartomany
tehat minden a feliiletére érkez6 részecskét elnyel, és ugyanakkor sem-
miféle jelet sem képes kibocsatani. Ezért ezt a tartomanyt fekete lyuknak
nevezziik.

A fekete lyuk jelenlétérol tehat csak egy dolog ad informaciot, az hogy mi-
lyen koriilotte a téridd struktirdja. Altaldban, ha a csillag véges sugara nagy-
obb, mint a gravitdciés sugara, ahogy ez pl. a Nap esetében is fennall (r,
10km), akkor nem jelenik meg a fekete lyuk. Ha azonban egy csillag kell6en nagy
tomegii és nukledrisan kiég, akkor a visszamaradé anyag a gravitaciés vonzo hatds
kovetkeztében Osszezuhanhat a csillag gravitdcidés sugardnal kisebb méretre. Ezt
nevezzilk gravitaciés kollapszusnak. A gravitaciés kollapszust kovetéen meg-
jelenik a fekete lyuk. A fekete lyuk valészinileg a csillag fejlodésének legutolso
allomasa, amely csak bizonyos tipusu csillagok esetében jelentkezik.

A csillagaszok megfigyeltek kvazarokat, amelyek pontszertiek, de olyan in-
tenziven sugdroznak mint egy galaxis. Az a sejtés fogalmazddott meg, hogy az
Univerzum eme ,,vildgitétornyai” a kozéppontjukban elhelyezkedd fekete lyuknak
koszonhetik rendkiviili ,,vildgité képességiiket” [5].
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4 A kozmoldgia ala ai

Az altalanos relativitaselmélet elméleti keretet szolgdltat a Vildgegyetem fejlodési
modelljeihez. A Vilagegyetem legegyszeriibb modelljei azon a feltevésen
alapulnak, hogy az anyag egyenletesen tolti ki a Viligegyetemet és nem
tintet ki semmilyen irdnyt. Az anyag homogén és izotrép médon oszlik
el. Ez nyilvan kozelités, hiszen mai ismereteink szerint a lathaté vilagban az anyag
kb. olyasmi szerkezetet mutat, mint a hab. A galaktikdkban toémoriilt anyag a
,;hab” buborékainak feliiletét képezo falak mentén helyezkedik el. Ha elegendGen
nagy méretli térfogatokra atlagolunk, akkor mégis atlagosan homogén és izotrop
kitoltottséget tapasztalunk.

4.1 Gorbilt 3-dimenzios tér

A homogén és izotrép 3-dimenzids tér P gorbiileti tenzora:

P =Xy =7 7) (4.1)

alaku és az egyetlen A\ dllanddval jellemezheto, amely a tér P Riemann-gorbiiletét
adja meg: A = 1P. Ha A > 0 (A < 0), akkor a 3-dimenziés tér gorbiilete pozitiv
(negativ), ha A = 0, akkor a tér gorbiilete nulla, azaz a tér euklideszi.

A pozitiv gorbiiletii teret gy lehet kényelmesen ,,szemléltetni”, hogy elkép-
zeliink egy 4-dimenziés euklideszi téret és ebben tekintjiikk az a sugari hipergomb
3-dimenzios feliiletét. A hipergomb

i+ as i+ = d (4.2)
egyenlettel adott feliiletén két infinitezimélisan kozeli pont tavolsiaga:

di* = da?+ dxs+ dxs + dr}
(331d$1 + JIIQd.’lIQ + $3d$3)2

a2 — 1?2 — 13 — 23

= da? +dxs +dr; + (4.3)
Itt (21,22, x3,x4) Descartes-koordindtdk a bedgyazé négy-dimenziés euklideszi tér-
ben. Innen kiolvashatjuk a 3-dimenzids tér v metrikus tenzoranak a komponenseit.
Miutan meghataroztuk a P gorbiileti tenzor elemeit, leolvashatjuk, hogy A =
1/a*> > 0. Ha bevezetjiik az (x1, Ty, z3) Descartes-koordinatak helyett az (r, 6, p)
gombi polarkoordinatdkat, akkor a 3-dimenzids térben az elemi tavolsag négyzete

dr?

ar? = T + r? <sin2 0dp* + d02) . (4.4)
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A gombi poldrkoordindtdkban a kor keriilete 2rm, a gomb feliilete 4727, de a gomb
sugara

= q arc sin (r/a) > r. (4.5)

p:/rdir’

A gorbiilt 3-dimenziés térben az elemi tavolsdg négyzetét ki lehet a bedgyazo
4-dimenzids térben bevezetett (a, ,6, ) gombi polarkoordinatdkkal is fejezni:

1 = asin  sinf cos @, To = asin sinfsin @, (4.6)
T3 = asin cos#, Ty = acos , 4.7)

ahol [0,7]. Ekkor r = asin és az elemi tavolsig négyzete:
d* = o d *+sin® (sin0 dp® +d6?) . (4.8)

A pozitiv gorbiiletl 3-dimenzids térben a p = a arc sin(r/a) = a sugér és a
hozzéatartozé gomb f = 4ra®sin?  feliiletének a  koordindtatdl valé fiiggését a 4.
abra mutatja.

Figure 4: A su 4r és az adott su ard o felulet a koordi dtafu ¢é é e a pozit’
or uleti tér e (fol to os o al). A o  feluleté ek -fu ését a e at” or uletil
tér e sza atott o al utat a.

A pozitiv gorbiiletii tér térfogata, V = 27%a® véges, mert az origébdl

,,kifelé” haladva a gombdk sugara el6szor n6, majd pedig csokkenni kezd. Azokat a
kozmolégiai modelleket, amelyek az Einstein-egyenletek pozitiv térgorbiilettel ren-
delkezé megolddsai, zart modelleknek szokas nevezni. A zart elnevezés a tér véges
térfogatdra utal.
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A negativ gorbiileti 3-dimenzids tér esetére vonatkozé képleteket megkapjuk

a fentiekbdl az a — ia helyettesitéssel. A tdvolsdg négyzete A\ = —1/a? gorbiiletii
térben:

d* = a* d ?+sinh® (sin0dy® + db?) (4.9)
ahol most [0,00). Novekvé  koordindta esetén az p = a sugdr is és a
hozzatartozé gomb f = 4ma?sinh® felszine is monoton noévekszik, tgyhogy a

negativ gorbiiletli tér térfogata végtelen, V — oo. Azokat a kozmoldgiai
modelleket, amelyekben a 3-dimenziés tér negativ gorbiiletii, nyilt modelleknek
nevezziik.

4.2 A Vilagegyetem zart és nyilt izotrép modell e

A kozmoldgiai modelleken az Einstein-egyenleteknek a Vilagegyetem e-
gészére vonatkozé megoldasait nevezzitkk. Ezekben a modellekben azt
kérdezziik, hogy milyen a Vilagegyetem torténete.

Ha homogén és izotrép anyageloszlast tételeziink fel a Vilagegyetemben, akkor
az ivelem négyzete

ds* = cJdt* —di® (4.10)

alaki. Aszerint, hogy a térbeli tdvolsig négyzetét, df-et a pozitiv gorbiiletii ill. a
negativ gorbiiletii térben érvényes (4.8) ill. (4.9) kifejezés adja meg, rendre zart ill.
nyilt izotrép kozmoldgiai modellrdl beszéliink. Kereshetjiik az Einstein-egyenletek
ilyen alakti megoldasait. Ezekben a megoldasokban egyetlen paraméter szerepel, a 3-
dimenziés tér gorbiiletét megadé a paraméter. Ez fiigghet a ¢t id6tdl a Vilagegyetem
fejlédése soran. Homogén modell esetén helyfiiggése nem lehet.

A t ido-koordinata helyett szokds az n koordinatat bevezetni a cdt = adn
definicioval. Ekkor a fuggvénye az n valtozénak. Jelolje vesszd az n szerinti de-
rivalast. art izotrép modellben az Einstein-egyenletekbdl az

3 /5 9 8Tk

egyenletet kapjuk az a(n) figgvényre. Itt a gravitdlé anyag energiasiiriisége a
Vilagegyetemben. Elfogadva, hogy a Vildgegyetem entrépidja allandé, a Vildgegye-
temben taldlhaté anyag energidjdnak megvaltozasa a V' térfogat dV megvaltozasa
és nyomas esetén

d =— dv, (4.12)
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ahonnan

av
d = — — 4.13
(+)5 (113
adédik a gravitalé anyag allapotegyenletére.  art izotrép modellben V a?,
ugyhogy az allapotegyenlet:
3da
d = —( + )—. (4.14)
a
Porszerli anyagot tételezve fel a nyomas zérus, = 0. Felhasznalva, hogy az ener-
giasiirliség a  tomegslirtiséggel aranyos, = c?%, az 4llapotegyenletbd]
3da
d = — — 4.15
= (115)
azaz
M
3 _ o 3
a = all. = m@ (416)

adddik, ahol M a Vildgegyetemben taldlhaté gravitdlé anyag témege. Az ener-
giastirtiség tehat

Mc?
— 2 _
= =554 (4.17)
A zart stacionarius modellnek megfelelé megolddas ezek utan
ap .
a = ag(l — cosn), t=—(n—sinn), (4.18)
c

ahol ag = 26 M /37c?.

A zart izotrép modellnek megfelel6 megolddsnak két valédi szingularitasa van,
n—0(—0)ésn— 7w (t— ayr/c) esetén, amikor a — 0 és a tér térfogata nulldra
zsugorodik.

Hasonlban lehet megtalalni az Einstein-egyenletek olyan megoldéasat, amely a
nyilt izotrop modellnek felel meg. Ennek a megoldasnak csak egyetlen szingularitasa
van 1 — 0-ban (¢ — 0).

A Vilagegyetem torténete ezen egyszerii modellek szerint pontszeri
szingularitassal indult, majd a Vilagegyetem tagult. Kezdetben az anyag
stirtiségének szingularitasa volt. Ez a kezdeti szingularitas az Osrobbanis.
A zart izotrop modell szerint a Vildgegyetem visszatér fejlédése ujra
osszezsugorodik egyetlen szinguliris ponttd. A nyilt izotrép modell sze-
rint a tagulds orokké tart.
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4.3 Voroseltolodas

A zart izotrép modell azt josolja, hogy az Univerzum fejlodésének kezdeti sza-
kaszdaban tagul. Barmely két térbeli pont tavolsdga kezdetben monoton nd, mert
az a(n) fliggvény monoton névekvé. Hasonlé ahelyzet a ny” ilt izotrép modellben
is. A kiilonbség az, hogy nyilt izotrép modellben a Vildgegyetem tagulasa ,,6rokké”
tart, mig a zart modellben a Vildgegyetem a kezdeti taguldsi szakaszbdl atkeriil az
Osszehizédas allapotdba, amikor a(n) névekvé n-val monoton csékken.

Felmeriil a kérdés, hogy el lehet-e csillagdszati megfigyelések ttjan donteni,
hogy tagul avagy Osszehizédik-e a Viladgegyetem (legaldbbis annak lathaté része)
és hogy a zart vagy a nyilt modellt lehet-e rda alkalmazni. A csillagdszati megfi-
gyelések azt tamasztjak ald, hogy a galaxisok kozotti tavolsagok noveked-
nek, azaz hogy a Vilagegyetem tagul. Azt azonban nem lehet eldonteni,
hogy a Vilagegyetem zart-e avagy nyilt.

Honnan tudjuk, hogy a Vilagegyetem tigul Omnnan, hogy a tavoli
galaxisokbdl érkez6 fényben a spektrumvonalak eltolédnak a voros felé.
Ennek oka a galaxisok tavolodasi sebességéb6l ad6dé oppler-effektus.

Tegyiik fel, hogy a tér ( 1,61,p1) pontjdn egyméast koveten torténik két
esemény az 1y és az 1, + dn, ,,idoben”. Példaul egy atom &ltal kibocsatott elek-
tromagneses hullaim két egymast koveté maximumat jelenti a két esemény. A két
esemény kozotti idékiilonbség dt; = La(n)dn. A megfigyeld ugyanezen fényjel két
egymast kovetd maximumat a (o, 0o, @) helyen az 1, és az gy +dns ,,pillanatokban”
dty = La(ny)dn, idékiilonbséggel észleli.

A tér izotrépidja kovetkeztében a fénysugarak (a fényszerii geodetikusok) sugér-
irdnydak, azaz a fénysugarak mentén df = dy = 0. Ezért 6y = 61 és 9 = 1, és a
fénysugdr mentén:

0 =ds® = a*dn® — a’d ? (4.19)
ahonnan = +n+34ll. érvényes a fénysugdr terjedésére.

Az események és megfigyelésiik helyének kiilonbségei alapjan akkor

M—=m= 2— 1, TMt+dp—(m+dn)= 2— (4.20)
ugyhogy dn, = dn,. Ebbdl az idétartamokra a
dty = dt; alr) = Cl?ﬁa(?71 T2 ) (4.21)
a(m) a(m)

osszefiiggés adédik. ,,Kis” o — 1= A | tavolsdgot” tételezve fel, sorba fejthetjiik
a(n + A )-t:

N a'(m)
dt, =~ dt l1+A a(m)]' (4.22)
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Az események helye és a megfigyelésiik helye kozotti térbeli Al tavolsagot ,,kis” A
esetén Al ~ a(n)A kifejezéssel kozelithetjiik, ekkor:

dt, ~ db lHMZ“I’((ZI))]' (4.23)

Figyelembe véve, hogy a kibocsatott fényjel frekvencidja wy  1/dt;, mig a megfi-
gyel6 wy  1/dts frekvenciat észlel, a fényjel frekvencidjanak relativ eltolédasara

W1 — Wy %

4.24
o . (4.24)

addédik, ahol

a'(m)
a?(m)

= c (4.25)
az események és a megfigyel6 tavolsagatol fiiggetlen dllandd, az igynevezett Hubble-
alland6. Az eredmény azt jelenti, hogy a galaxisokbdl jovo szinképvonalak a galak-
szisoknak a Foldtol mért tavolsdgaval ardnyos mértékben eltolédnak az alacsonyabb
frekvencidk, azaz a voros felé. Ez a voroseltolodés csillagdszatilag megfigyelt tény.
Ha a galaxisok tavolsagat fliggetlen mérésekbdl vessziik, akkor a vordseltolddas mér-

tékébol meghatarozhatjuk a Hubble-alland6t, amelyre 10710 év nagysdgrendii
érték adodik.

Ha meghatdrozzuk a galaxis v = dA/¢/dt; sebességét, akkor arra v = A/
adédik. Ez egyrészt azt jelenti, hogy a relativ frekvenciaeltolédas mértéke =
v/c, ez pedig a relativisztikus Doppler-effektusnak megfelelé frekvencia-eltolédas.
Mésrészt a Hubble dlland6 ismeretében meghatdrozhatjuk azt a sebességet, amellyel
a galaxisok tdvolodnak az Univerzum tdguldsa kovetkeztében: kb. 50 - 75 km/s
Megaparsecenként.
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