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A jelen gyakorlatok célja, hogy egyszerii fizikai — mechanikai, hidrodinamikai
és elektromos — rendszereket targyalva szemléletes képet alakitsunk ki a kdosz
természetérol és megjelenésének tipikus lehetOségeirél. Az egymast kovetod
gyakorlatok egymaésra épiilnek, igy ajanlott a megadott sorrend kovetése.
Azokat az ismereteket, amelyek a gyakorlatok soran kitiizott feladatok megol-
déasdhoz sziikségesek az egyes laborgyakorlatok elején roviden osszefoglaljuk,
illetve az érdekl6ddék szdméra az anyag végén bdséges irodalmat adtunk meg.
Az egyes gyakorlatok anyaga a kévetkez6 témaékat dleli fel:

o Mozgasegyenletek, linearis stabilitas vizsgalat, egyszerli attraktorok,
vasvilla-bifurkacié.

e Hatarciklus, Hopf-bifurkacid, Poincaré-leképezés.
e Lorenz-modell 1., a regularis mozgds és a kdoszhoz vezeto 1t elemzése.
e Lorenz-modell 2., a kaotikus tartomany vizsgalata.

e A kiilonds attraktor természetrajza, a kdosz megvalésuldsdnak Feigen-
baum—féle utja, kdosz elektronikus aramkorokben, a kiilonos attraktor
strukturaja.

A munka megkonnyitésére, az egyes fizikai rendszereket leird differenciale-
gyenletek numerikus megoldasara és az eredmények megjelenitésére, minden
gyakorlat sordn ugyanazt a szamitégépes programot hasznaljuk.

Thttp://dtp.atomki.hu/~feri/proba/chaos.html



Az ODE program haszndlata Kaosz

1 Kozonséges differencialegyenlet-rendszerek
numerikus megoldasa
Segédlet az ODE program haszndlatahoz

Az ODE program segitségével a differencidlegyenletekkel leirhaté rendsze-
rekben tanulmanyozhatjuk kdosz kialakuldasat. A program elsérendii, k6zon-
séges differencidlegyenlet-rendszereket old meg numerikusan és a megoldés-
vektor tobbféle grafikus reprezentdcidjat teszi lehetévé. A tanulményozhatéd
egyenletrendszer dltaldnos alakja a kdvetkezo:

d.’l?i
dt

= filt,x1,. .., 2n), i=1,...,n, (1)

ahol ¢ jeloli az id6t (fiiggetlen valtozd), az x1, . .., z, pedig a fizikai rendszer
fazistérbeli koordinatait. Az egyenletrendszer megoldasahoz meg kell adni az
z;(0) kezdofeltételeket.

Az ODE programban a valtozok maximadlis megengedett szama 9. A
program csak autondm, azaz idofiiggetlen egyenletrendszert tud kezelni, ezért
a jobb oldalon allé f; fiiggvénybol idofiiggd esetben az idot egy 1) valtozo
bevezetésével ki kell transzformalni. A numerikus megoldas 6tédrendi Run-
ge-Kutta modszerrel torténik.

1.1 A program haszndalata

Az ODE programnak két {izemmoddja van: az egyenletrendszer numerikus
integraldsa és a megoldas grafikus megjelenitése. Ennek megfeleléen két
"képernydt’ haszndl, egy ugynevezett kontrolképerny6t és egy grafikusat. A
program inditdsakor a kontrolképernyére keriiliink (ldsd az 1. dbrat).

A kontrolképerny6 két 6 részre van osztva, melyek kiilonb6z6 szinnel van-
nak jelolve. A képernyé felsé részében lehet megadni a megoldandé egyen-
letrendszert, a kezdodfeltételeket, a numerikus integralds és az adattarolas
paramétereit. A képernyo alsé részén a megoldés grafikus megjelenitésének
modja allithaté be. Az F1 billentytivel barmikor on-line help kaphaté. Az
F10 billentyi segitségével kiléphetiink a DOS operéacids rendszerbe tugy,
hogy kozben az ODE rezidens marad. A visszatérés az ODE programba
az exit paranccsal torténik.

A kontrolképerny6 felsé részén talalhaté fomend ismertetése:

2



Az ODE program haszndlata Kaosz

Figure 1:

e Fie e a betdldendo file neve. A file neve .ode kell legyen.
Ez a file tartalmazhatja a program egy teljes konfigurdcidjat, azaz az
egyenletrendszert, a kezdeti feltételeket és az Osszes paraméter értékét
és a korabbi szamolasok eredményeit.

e ¢ ide barmilyen megjegyzés irhat6. Ez magdra a program-
futasra hatastalan. Alkalmazdasa példaul akkor hasznos, ha a megoldan-
do egyenletrendszer és a sziikséges paraméterek beallitasa megtortént
és a konfiguraciot kimentjiik egy file-ba. lyenkor a e ennek a
file-nak a tartalmat magyarazhatja.

° ODE az el6z6 pontokban emlitett .ode file betoltése.

e S e ODE kimenthetjiik a pillanatnyi konfiguraciét né ode néven.
Lasd a Fi e e e e ODE pontokat.

e E it ODE aktivdlja a képernyd kozépséd részét, ahol a megoldandé
egyenletrendszer, a kezddfeltételek és az integralas paraméterei adhatok
meg. A részletes leiras az 1.2 pontban talalhato.
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eEit e ee t ti a grafikus megjelenités modjanak bedllitdsa.

e Di a megoldas grafikus megjelenitése. A kontrolképernyorol
atkapcsol a grafikus képernyére ésaz E it e e e t ti  pontban
meghatdrozott médon dbrazolja a megoldast.

1. Az t mn pontr’szl t s sm rt t’s

Az E it ODE meniipont a képerny6 kozépsd részét aktivalja. A kilépés az
ES billentyiivel torténik. A differencidlegyenlet-rendszert a (1) egyenlet-
nek megfelelen kell megadni két oszlopban: d(...) dt = f(...). Tekintsiik
példaként a csillapitott harmonikus oszcilldtor mozgasat leiré egyenletrend-
szert, egységnyi korfrekvencidval és siurlédési egyiitthatoval:

d dx

el ot _ 9

dt x 7 dt 7 ( )
ahol x jeloli a részecske koordinatajat, pedig a sebességét. Ezt az egyen-
letrendszert a kovetkezd médon kell a programban megadni: A sorokat ki-

d() dt = f()
0 ¢ = 1
1 = T
2 x =

hagyas nélkiil kell irni. A nulladik sor elore definidlt, médositani nem lehet.
A kezdofeltételek és az integralds paramétereinek beallitasa:

° e 1 te ti

tart alue a valtozdk kezddértékének megadasa olyan sorrend-
ben, ahogyan azok a d() dt oszlopban szerepelnek.

top difference ha az adott valtozd aktudlis és kezdeti értéke
kiilonbségének abszolit értéke atlépi az itt megadott szamot, az
integralds automatikusan ledll. Ha az oszlopban szereplé min-
den érték nulla, az integralast egy billentyli megnyomasdaval kell
ledllitani.

e St e t i ee e az integrilds sordn az egyes valtozdk értéke
x lépésenként keriil eltarolasra. =z kis értéke esetén a sok
tarolasra keriil6 adat lelassithatja a programfutast.
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° i e a tarolandé adatmennyiség csokkenthet6, ha nem a
teljes fazistérbeli trajektoriat taroljuk, hanem csak a trajektérianak egy
fazistérbeli hipersikkal valé metszéspontjait, az tigynevezett oincaré
map-et. A programban ez a sik a Hesse formdban adhaté meg:

X = 5 ()

ahol x a megoldas vektor, a sik normdlvektora pedig egy konstans.
A oincaré map oszlopban az els6 elem az  konstans értéke és ezt
kovetik az  vektor komponensei. Ha oincaré map-et készitiink a
St e t i e e e meniipont alatt minden érték nulla kell legyen,
mig az -nek kiilonboznie kell nullatoél.

° ti e it a numerikus integralds pontossiaga. A t vélto-
zéra vonatkozé elsé sor nem valtoztathaté. Ha valamelyik sorban nulla
szerepel, a program az illet6 valtozét nem ellendrzi a futds sordn. Az
oszlopban legalabb egy érték nullatol kiilonbozo kell legyen.

A egyenletrendszer numerikus megoldasa:

e te te azegyenletrendszer numerikus integraldsa. Az integraldsra
a kovetkezo lehetéségek vannak:

estart integration ith start alues az integralas djraindul a kez-
deti értékekkel.

estart integration ith current alues az integralds az éppen
aktudlis értékekkel folytatodik, de a megoldésvektor el6z6 értékei
feliilirodnak.

ontinue pre ious integration Az integralas folytatodik és az
el6z6 értékek is megdrzddnek.

tart ne integration hold old alues az integralas djra indul
esetleg Wjonnan bedllitott kezdoértékekkel és paraméterekkel. A
régebbi szamolasok eredményei megorzodnek. Ez akkor hasznos,
ha Ossze akarjuk hasonlitani kiilonb6z6 szdmolasok eredményeit.

Az integralas barmely billentyli megnyomdsa esetén ledll.

rafikus megjelenitési lehet6ségek:

eEit e ee t ti aktivélja a képernyd alsé részét, ahol a grafi-
kus bedllitas torténik. A kilépés az ES billentytivel lehetséges. A ko-
vetkezOkben a  zardjellel jelolt meniipontok ha aktivak a programfutas
soran, akkor a képernyén specidlis hattérszinnel kiemelve jelennek meg.
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epresentation mode : A megoldasvektor grafikus dbrazolasa-
nak médja valaszthaté ki. A megoldasvektor, példaul z, ,...

valtozék x(n), (n),... alakban vannak tdrolva, ahol az n index
az n-edik tarolt értekre utal. A grafikusan dbrazolt , és
valtozok a tarolt z, ... valtozok fiiggvényei. Ez a fliggvény-

kapcsolat a  epresentation of the solution meniipontban keriil
definidlasra (lasd kés6bb).

dim n n k kétdimenzids map készitése. tengely:
(z(n))  tengely: (xz(n )). értéke a 1, 2 interval-
lumon valtoztathaté. Elére bedllitott értéke = 1.

dimensional a megoldasvektor kétdimenzids vetiilete. A
tengelyek bedllitdsat lasd a epresentation of the solution
meniipont alatt.

dim parallel  dim central haromdimenziés vetiilete a
megoldasvektornak. Haromdimenzids abrazolas esetén a mély-
ségérzet, segitésére a fazistérbeli trajektoria a  koordinata
értékével ardnyos szinkédot kap: a gorbe szine fehérbol (el6-
tér) a sargan és piroson keresztiil s6tétsziirkére (hattér) val-

tozik.
epresentation of solution az , , tengelyek definiciéja. Pél-
ddul az z(t) fiiggvény abrazoldsdhoz az =1t és = x bedllitds

sziikséges és a  epresentation mode meniiben a  dimensional pon-
tot kell valasztani. A tengelyek definidlasakor a megoldasvektor
komponenseinek bonyolult formulait is megadhatjuk. Ezt kihasz-
nalva nagyon sok informécié kinyerheté a megoldasokbol. Példaul
abrazolhatjuk a kolcsonhatasi potencialt, mint az altalanos ko-
ordinata fliggvényét, végezhetiink forgatast, stb

ange of representation a epresentation of solution meniipont-
ban bedllitott valtozok abrazolandé intervallumét hatarozza meg.
El6szor célszerii az automatikus bedllitast hasznalni. Ahhoz, hogy
a program figyelembe vegye a kézzel megadott hatdarokat, ki kell
kapcsolnunk az automatikus médot. Az dbrazolds intervalluma-
nak kézi beallitasat felhasznalhatjuk példaul zoom-olasra.

imulation of the motion : Amikor ez a méd aktiv egy gomb
jelenik meg a képernyon, amely az abrazolt trajektéria mentén
mozog. A mozgasnak a sebességét a time pont alatt megadott
fliggvény segitségével lehet kontroldlni. Lehetséges bedllitdsok
példaul: ¢, 0.1 ¢, Int.

ra ectory :aktiv moédban az abrazolt pontokat a program ossze-
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koti.
lot graphics : aktiv mdédban az abrazolds nem a képernyén
torténik, hanem az output a plotterre megy.

raphics hardcopy : aktiv mdédban az adbrazolds nem a képer-
ny6n torténik, hanem az dbra a printerre megy. gy lehet kozvet-
leniil a programbél printelni.

able le : aktiv médban nem késziil 4bra, hanem a megoldds-
vektor file-ba mentodik. A file név név.tab alakban adhaté meg.
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aboratériumi gyakorlat 1
g szer attra toro

1 ozgas g nl t rol altala an

Ezen a gyakorlaton egyszerii mechanikai rendszereket vizsgalunk, melyek
alkalmasak arra, hogy a kdosz kialakuldsdval kapcsolatos legfontosabb fo-
galmakat és jelenségeket, illetve a kaotikus mozgdas jellemzésére alkalmas
mennyiségeket rajtuk tanulmanyozzuk és jol megértsiik. lyan rendszereket
vizsgalunk, amelyek néhany szabadsagi fokkal jellemezhetdk, és idébeli fejlo-
désiiket egyszerii differencidlegyeletek irjak le.

Egy véges sok szabadsagi foku mechanikai rendszert kozonséges diffe-
rencidlegyenlettel, vagy differencidlegyenlet-rendszerrel irhatunk le. Az e-
gyenletekben altaldban magasabb idéderivaltak is el6fordulnak (példaul a
mechanikdban tipikus a masodik derivilt), de a sebességeknek (vagy sziikség
esetén a magasabb derivdltaknak) 0j véltozéként torténé bevezetésével a
mozgasegyenlet az

dx; )
dtz=fz'(t,l"1,---,$n), i=1,...,n, ()
alakra hozhaté. Ebben (zy,...,z,) n-dimenziés vektor afdzistérbeli pozicidt
hatarozza meg, f; pedig n szamu adott, simanak feltételezett fiiggvény. Ha
a () egyenlet jobboldaldn explicite fellépne az id6, 4gy azt az =, 1 = t
1j valtozo bevezetésével az
dx; Ty 1 .
d—tl = filz1,..., Tn, —), i=1,...,n, ()
dz 1
nl = = ()

alakra hozhatd, vagyis autonomma teheté ( egy tetszéleges idéskéla para-
méter.

Az () egyenletrendszer egy t6bb szabadsédgi fokd rendszer mozgasat e-
gyetlen pontnak egy n-dimenzids térben, az tigynevezett fazistérben torténo
mozgasara vezeti vissza. evezetve a = dx dt jelolést ( ) a fazistér minden
pontjahoz egy

= f(z) ()

sebességvektort rendel, vagyis a fazistérben egy dramldsi teret definidl.
A mechanikai rendszerek kozott kitiintetett fontos szerepet jatszanak
a konzervativ rendszerek, amelyek energidja mozgds soran allandé marad.
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lyenkor a mozgdasegyenletek egy id6tol fiiggetlen Hamilton-fiiggvénybdl szar-
maztathatoak:

d

E: ) 7’:17 )

. ()
E: ; ? :1: )

ahol ; = z;é6s ; =z ; (1 =1,..., ) a kanonikusan konjugdlt v&l-
tozéparokat, ( ;, ;) pedig an = 2 véltozés Hamilton-fiiggvényt jeldli.
Konzervativ rendszerek esetén a (x) sebességmez6 divergenciamentes:

div. =0, (9)

a fazistérbeli aramlas tehat egy Osszenyomhatatlan folyadék mozgasaval a-
nalég. Ennek az a kovetkezménye, hogy a fazistér valamely kiszemelt, és az
aramldssal egyiitt mozgo tartomanyanak a térfogata idében allandé marad.
Ez iou ille tétele.
em konzervativ, ugynevezett disszipativ rendszerek mozgasegyenletének
(x) dramlasi tere nem forrdsmentes, hanem

div. 0. (10)

lyenkor a tou ille tétel nem érvényes, hanem a fazistérbeli térfogatelemek
nagysaga mozgas kozben csokken.
annak olyan rendszerek, amelyek mozgasegyenlete egy, az id6tol ex-

pliciten is fiiggé (4, i,t) 2 1 valtozos fiiggvénybdl szarmaztathatdak
a () kanonikus egyenletek segitségével. Ezek az dgynevezett amilton féle
rendszerek, amelyekben az = ( ;, ;,t) energia ugyan nem mozgasallan-

do, de érvényes a iou ille tétel.

ta 1ltas zsgalat

Az n valtozos elsérendil autonom

dz

9T _ el 11
= (@) (1)
differencidlegyenlet x pontjat szinguldrisnak nevezziik, ha f(z ) = 0. A szin-
guldris pont — amelyet azx x « transzformdciéval az origéba tolhatunk
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— kis kornyezetében f(x) édltaldban egy linedris fliggvénnyel kozelitheto:

f(z) = f(0) —i x ... x (12)
ahol a  derivalt tenzor elemei:
i = 3{ Lo (1)
Ebben a kozelitésben a mozgasegyenlet
T= ) 1)

amely hasonldsagi transzformdcioval diagonalis alakira hozhaté. A transz-
formécié utan az eredetileg csatolt egyenletrendszer fliggetlen egyenletekre
esik szét:
d; .
o= i) i=1n (1)
ahol ;-k a  derivdlt matrix (altaldban komplex) sajatértékeit jelolik, az ;
pedig az 1j véltozé. A (1 ) egyenletrendszer megolddsa:

i(t) = 4(0) . (1)

Lathaté tehat, hogy az eredeti (11) egyenlet szinguldris pont koriili megol-
dasanak jellegét a  matrix sajatértékei hatarozzak meg.

A ; sajatértékek alapjan osztalyozhatjuk a szinguldris pontokat:

e Amennyiben valamennyi ; sajatérték valds része negativ, ugy
lim (¢) =0. (1)

lyenkor az x = 0 pontot vonzé fixpontnak nevezziik. gyanis a (1 )
egyenlet éppen azt jelenti, hogy az x = 0 pontbdl kicsit kitéritett rend-
szer elég hosszi id6 utan visszatér z = 0-ba.

e Ha valamennyi ;-re a ; 0, akkor az x = 0 pont taszité fixpont.
A fixpontbdl kicsit kitéritett rendszer tavolodni fog a fixponttdl.

10
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izsgéljuk részletesebben a kétkomponenst (sikbeli) z vektor esetét:

1. Mindkét sajatérték valos:

(a) 1, 0, akkor az origdt vonzé csomépontnak nevezziik. A
megoldasok:

1(t) = 1(0) (1)

@) = (0 (19)
vagyis a pdlyagorbék egyenlete = const |, ahol = 1.
Az origén végtelen sok megolddsgorbe halad at.

(b) 1, 0, az origdt taszité csomoépontnak nevezziik. A mozgds
az el6zé eset id6tiikrozottje.

(c) A sajatértékek valésak, de ellentétes el8jeliiek. Ez esetben a pé-
lyagorbék hiperboldk az origdt pedig nyeregpontnak, vagy hiper-
bolikus pontnak nevezzik.

2. Amennyiben a (valés)  matrixnak komplex gydkei vannak, igy azok
csak komplex konjugdlt parokban jelenhetnek meg: ;| = T .
Ekkor a megoldasokat az eredeti koordinatakkal

n(t) = 1 ( 1); (20)
z(t) = ( ) (21)

alakban irhatjuk fel.

t
t

(a) 0 esetén a palyagorbe spiral, amelyen a mozgds a szingularis
pont felé torténik. Ekkor a szingularis pontot vonzé féokusznak
nevezziik.

(b) 0 esetén a palyagorbe szintén spirdl, amelyen a mozgas most
kifelé torténik. A szinguldris pont taszité fokusz.

(c) =0, apélyagorbe ilyenkor egy ellipszis, illetve kor. A szinguldris
pontot centrumnak, vagy elliptikus pontnak nevezziik.

A fixpontok osztalyozasa utdn egy konkrét példat vizsgalunk meg.

A mat mat a nga

Tekintsiink egy egyszerii egy szabadsagi foku rendszer, a csillapitas nélkiili
matematikai inga mozgasat. Ebben az esetben a fazistér kétdimenzids. A

11
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részeccske tomege  a fondl hossza , a gravitacios gyorsulas . Az altalanos
koordinata a fondlnak a fliggdlegessel bezart szoge x. A rendszer mozgasat
leiré méasodrendii differencidlegyenlet:

= —sinu, (22)
amely a sebesség = dx dt 1Gj valtozdként torténd bevezetésével atirhatd az
dx d
— = — = —sinx 2
dt ’ dt (2)

alakra. A rendszer konzervativ, vagyis az energia
1
=3 (1 cosx) (2)

mozgasdllandé. Ez garantdlja, hogy az inga mozgédsa szabalyos marad min-
dig, nem mutat kaotikus viselkedést.

e 1 Fe t Az ODE program segitségével tanulmanyozzuk az inga
mozgasat ulla kezdésebesség mellett nem nulla kezdeti kitéréssel
inditsuk a rendszert. Az = paraméter értékét valasszuk egység-
nyinek az egyenletrendszer megadasakor. Az x(t) fiiggvény vizsgéalata-
bdl becsiiljiik meg, hogy meddig érdemes integrdlni, s ennek megfeleléen
modosithatjuk a top difference paraméter értékét Mivel a mozgas
periodikus, elegendo a , intervallumon abrazolni az = valtozot,
vagyis a fazisteret gondolatban felcsavarjuk egy henger palastjara.

1. Hogyan valtozik a mozgas trajektoridja ha nulla kezddsebesség
mellett egyre névekvé kezdeti kitéréssel (ndvekvé = -al) inditjuk
a mozgast (x , ) A trajektéridt dbrazoljuk az (z, )
fazistérben, illetve tanulsidgos az x(t) és a (t) fliggvények &b-
razoldsa is. Az egyes integraldsok eredményét érizziik meg (az
ntegrate meniibél valasszuk a tart ne integration hold old al
ues pontot. e t ee ee e eet et i
e teet e t te e tt

2. Milyen kezdofeltétel esetén megy 4t az inga mozgdsa lengésbol
forgdsba  Topolégiailag mi a kiilonbség a két mozgasformdhoz
tartozo trajektoridk kozott

. Hatarozzuk meg analitikusan a két mozgasformat fazistérben elvalaszto

gorbe, az iigynevezett szeparatrix egyenletét (a () fliggvénykap-
csolatot)

12
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. Hatdrozzuk meg a (2 ) egyenletrendszer szingularis pontjait, és
elemezziik stabilitdsukat (MindGssze a (2 ) egyenletrendszerhez
tartoz6  derivalt matrix sajatértékeit kell vizsgdlnunk.) essiik
ossze az analitikusan kapott eredményeket a numerikusan szamolt
trajektoria alakokkal

Eddig a csillapitatlan inga mozgasdval foglalkoztunk. A kovetkezd feladat
a csillapitott inga vizsgdlata, amikor az inga mozgasit egy a sebességgel
aranyos er6 fékezi. A mozgasegyenlet ekkor:

dx_ d

- = - = —gj 2
o , 7 sin x , (2)

ahol  jellemzi a fékezés erdsségét.

° Fe t

1. Az el6zoekhez hasonléan vizsgaljuk a fazistérbeli trajektoriakat
kiillonb6z6 kezdofeltételek esetén Hogyan valtoztak meg a tra-
jektoridk Abrazoljuk az (z, ) trajektéridt és az z(t), (¢) fiiggvé-
nyeket FEzekhez a szdmoldsokhoz valasszuk az = 0. paraméter
értéket.

2. Hatarozzuk meg analitikus szamolassal a fixpontokat és elemezziik
stabilitdsukat a rendszert jellemz6 paraméterek ( , ) fliggvénye-
ként Hogyan valtozott meg az origd (x = 0, = 0) viselkedése a
csillapitatlan esethez képest

. Elemezziik a fixpontokat 2  és 2 esetben nditsunk
mozgasokat kiilonboz6 kezdofeltételekkel mindkét paraméterva-
lasztds mellet és vessiik Ossze az egyes paraméter értékek mellett
kapott x(t) fliggvények és a trajektéridk alakjét ee e

eet et e

Az anharmon s osz llator

A rendszer szinguldris pontjainak jellege a rendszert jellemz6 paraméterek
lasstu valtozasara megvaltozhatnak. Példaul a korabban stabil egyensilyi
helyzetek instabilla valhatnak, s 1j stabil egyenstlyi helyzetek jelenhetnek
meg és viszont. Egyszeri példaként tekintsiik a

¥ r x z =0 (2)
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masodrendii differencidlegyenlettel leirt mozgast. Ez a
1 1

(@)=5 2 -z (2)

2
potenciald erotérben mozgd és a sebességével ardnyos fékezo erot érzo to-
megpont, a csillapitott anharmoénikus oszcillator esete. Az x1 = 2,2 =«

véltozékban a (2 ) mozgasegyenlet

T = T, (2)
Tz = x  x (1) (29)

egyenletrendszerré alakithaté. A tovdbbiakban a  paramétert tgynevezett
kontrollparaméternek tekintjiik, amelynek értékét a rendszer kornyezete ké-
pes befolyasolni, és azt vizsgaljuk, hogy  kiilonb6z6 értékei mellet milyen
mozgasok alakulnak ki.

° Fe t A rendszer mozgasat rogzitett = 0. mellett tanulma-
nyozzuk tobb kiilonbozo értéke esetén.

1. Elemezziik analitikusan az (2 , 29) egyenletrendszer fixpontjait,
mint fliggvényét Mit lehet mondani a fixpontok stabilitasarol
0, illetve a 0 esetben

2. Egy rogzitett 0 mellett inditsunk mozgéasokat kiilonb6z6 kezd

ofeltételekkel A trajektéridkat abrazoljuk az x,,z fazistérben, s

a trajektéridk alakjat vessik Ossze az el6z6 pont analitikus ered-
ményeivel

. Egy rogzitett 0 mellett inditsunk mozgasokat kiilonb6z6 kez-

dofeltételekkel — alasszunk origd kozeli kezdofeltételeket is Tar-

juk fel mindharom fixpont kornyezetét ee e eet et
e teet e t te e tt

. Most valasszunk haromdimenziés grafikus megjelenitést Az egyes

tengelyek legyenek a kovetkezok: = |, =2z, =z . Mivel

most  tobb értéke mellett kell szdmoldsokat végezni, célszerii az
(2 , 29) egyenletrendszert kiegésziteni egy -ra vonatkozé egyen-

lettel: =0. gy kiilonbozé értékeit a kezdofeltételek kozott ad-
hatjuk meg az ODE programban. égezziink szamolasokat 0
és 0 esetén szamos kezdofeltétellel gy, hogy az el6z6 pont-

ban analitikusan megtaldlt mindegyik fixponthoz konvergdlé tra-
jektéridkat kapjunk A -val kiegészitett haromdimenziés térben

egy villa alakid objektum kell kirajzolédjon e t
et i e teet e t te e
tt
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altoztassuk ’adiabatikusan’ a  értékét Ehhez derivaltjanak
adjunk egy kis értéket = 0.00 (de lehet negativ is). dlasszuk
ugy a -ra vonatkozo kezdofeltételt, hogy az integralas soran mind
negativ, mind pozitiv -k eléforduljanak  égezziink igy néhany
szamolast ee e t et e

" sszegezve, a feladat megolddsa sordn azt ldttuk, hogy 0 esetén a rend-
szernek egyetlen fixpontja van, az origd, amely stabil. Azonban csokkenté-
sekor a fixpont megvaltozik. A 0 esetén az eredeti stabil fixpont elveszti
stabilitasat és instabilla vélik, viszont helyette megjelenik két 1j stabil fixpont
a fazistérben. Az 1j fixpontok pozicidja fiigg  konkrét értékétol. Ezt a
jeleneséget nevezziik i i (pontosabban vasvilla bifurkdciénak).
A7 glla’ alak jol 1athaté volt a feladatok megoldésa sordn.

) Fe t Az ODE program segitségével dbrazoljuk a (2 ) egyenlet

altal adott potencidlt 0 és 0 esetén. Ehhez felhaszndlhatjuk
a mar meglévé és elmentett szamolasi eredményeket. A tengelyek
valasztdsa legyen a kovetkezo: T, : 0. z; 0.2 =z

A potencidl viselkedése alapjan értelmezziik a fentebb a fixpontok sta-
bilitdsara kapott eredményeket

° Fe t  ifurkacié akkor is fellép, ha nincs fékezd erd, vagyis a
(2, 29) egyenletekben = 0 valasztassal éliink. iszont a fixpontok
jellege természetesen mas lesz. A . Feladat megoldasa soran elvégzett
elemzéseket most ismételjiik meg = 0-val és figyeljiik meg a fixpontok
tulajdonsagainak megvaltozasat.
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aboratériumi gyakorlat
g szer attra toro hatar [ s
on aré le épezés

1 atar 1 s

Az el6z6 laboratériumi gyakorlat soran vizsgalt példakban a disszipativ rend-
szer elegendden hosszi id6 milva biztosan valamelyik stabil egyensulyihely-
zetébe, a fazistér valamelyik vonzo fixpontjab a keriil. Azonban elképzelheto
az is, hogy aszimptotikusan egy stabil periédikus mozgds, tigynevezett
t i alakul ki. Ehhez a disszipaciét pétlando kiilso gerjesztésre van
sziikség.

A legegyszeriibb ilyen viselkedést mutaté rendszer egy olyan tomegpont,
amelyet peridédikus kiilso erovel gerjesztiink, s amelyre emellett a sebességével
aranyos nagysagu fékezo er6 hat. Az egydimenzids mozgas mozgasegyenlete:

Z(t) z(t)= cos t, (0)
melyet az x; = z(t) és x = t véltozék bevezetésével az
T, = x COST , (1)
r =

autonom elsérend6 egyenletrendszerré alakithaté. Az ( 1) egyenletrendszer-
nek nincsenek fixpontjai, van azonban hatarciklusa. Az egzakt megoldds
felirhato

21(t) = ——— cos t sin ¢t x,(0) —— : (2)
Mivel 0, hosszu id6 utdn ez dtmegy az
71(t) = ——=cos( t ), tan = — ()

periddikus mozgasba.

Annak érdekében, hogy a hatarciklus ne csak az x; valtozéban, hanem
a teljes (z1,z ) fazistéren periédikus legyen, szokdsos eljards, hogy az x
valtozot csak a 0 =z 2 intervallumon azonositjuk t¢-vel, s az (z1,2 =
2 ) koordinétdji pontokat az (z1,2 = 0) pontokkal azonositjuk. Ez teljesen
hasonl6 ahhoz, ahogyan az inga tanulmdanyozasanal a fazisteret nem siknak,
hanem egy henger palédstjanak képzeltiik el.
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A hatarciklus fogalmilag nem kiilonbozik 1ényegesen a fixponttdl, alka-
Imas koordindta transzformacioval (egyiittmozgéd koordinatarendszer beve-
zetésével) egy hatdrciklusba torkollé mozgds ugyanis mindig ’leédllithatd’.
A hatéarciklus stabilitdsa a fixpontokéhoz hasonléan vizsgilhaté. Az ( 0)
egyenlet linearitdsa miatt a hatarciklus akarmekkora pozitiv  mellett sta-
bil, negativ. mellett pedig instabil.

onar’ 1l ‘pz’s
A hatarciklushoz vezet0 mozgasok tanulmanyozdsandl is nagyon hasznos
modszer a  oincaré leképezés. Amennyiben a kiils6 gerjesztés periddikus
(a periédus ideje =2 ), Ggy megtehetjiik, hogy az id6t leszamitva
komponensi

z=(z1,2 ,...,x ) =a(t) ()

allapotvektort csupan a  periddusidé egész szamu tobbszoroseinél nézziik
meg. gy az  dimenzios térben egy

xl(t) = 33( )7 ( )
z (t) = =(2),

za(t) = z(n )
pontsorozatot kapunk. (x; az x vektor i-edik komponensét, z,, pedig az n-
edik iteraci6 eredményvektorat jeloli ) Mivel a

dx(t)

W:f(x,t) ()

mozgasegyenlet jobboldalan all6 fliggvény periddikus, x,, egyértelmiien meg-
hatdrozza z, 1-et, vagyis a

Tn 1= (Tn) ()

leképezés fiiggvényalakja nem fiigg n-t6l. Amennyiben a mozgasegyenletnek
egy  peridédusidejli hatarciklusa van, gy a oincaré leképezésnek valami-
lyen z pontban fixpontja van:

(x )=z, ()

ha pedig a hatarciklus 2 periédusidejii, akkor a leképezésnek kettes perio-
dusu ciklusa, vagyis  -nek fixpontja van:

() =2, (9)

1
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és igy tovabb.

i e e ix tete eit eti e i t
t i t tt t e t i
e 1 Fe t Tanulményozzuk az ODE program segitségével a hatar-

ciklus kialakulasat

1. Az egyszeriiség kedvéért valasszuk az ( 1) egyenletrendszerben
szereplé paraméterek értékét a kovetkez6 modon: = 1.0, =
1.0 és valasszuk az  értékét a 0.01,0. intervallumban. é-
gezziink szamoldsokat rogzitett  mellett valtoztatva a kezdeti
x1(0) értéket (célszerti az x (0) = 0.0 valasztdssal élni) Figyeljiik
x1(t)-t az egyes esetekben és becsiiljiikk meg, hogy meddig érdemes
integralni (mennyi id6 alatt éri el a rendszer a hatédrciklust) — izs-
galjuk a mozgds trajektoéridjat az (x;, ) sikon is.

2. égezziink szdmoldsokat rogzitett x1(0) mellett valtoztatva  ér-
tékét a fent javasolt intervallumon Az el6z6ekhez hasonlé grafikus
abrazoldsokat csindljunk

izsgaljuk a rendszer oincaré leképezését Ez a ( .2) részben
elmondottak alapjan azt jelenti, hogy a mozgést csak  1d6kozon-
ként nézziik meg, igy mintegy stroboszképikus felvételt készitiink
a mozgdsrél. tt  jeloli a kiils6 gerjesztés periddusidejét. En-
nek érdekében alkalmazzuk a kovetkezo triikkot: egészitsiik ki az
egyenletrendszeriinket az

= cos(— 1) (0)

differencidlegyenlettel. Az integrélds utdn ardnyos lesz sin(— t)-
vel, melynek a zérushelyei t =n  -nél vannak. Ezen zérushelyek
felhasznalasaval konnyen készithetiink stroboszkopikus képet. Az
-el kiegészitett allapottérben az = 0 sikkal képezve a  oincaré
metszetet  1épésekben kapunk pillanatfelvételeket a mozgasrol.
Ehhez a oincaré map meniipontban egyediil az sordba kell 1-et
frni. Ezek utdn abrazoljuk az z;(x ) fiiggvényt Hogyan jelenik
meg itt a hatarciklus

. Az el6z6 pontban bemutatott technikaval készitsiink stroboszké-
pikus képet —, — periddusidovel Ertelmezziik a kapott eredmé-
nyeket Tovabbra is az z;(z ) fliggvényt vizsgaljuk

. A és feladatokat most ismételjiik meg, de most az x, 1(x,)
fliggvénykapcsolatot vizsgaljuk Ehhez aktivaljuka dim n n
meniipontot és az  tengely legyen : z.
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. A (1) egyenletrendszer ( 2) megolddsanak ismeretében hatdroz-
zuk meg analitikusan is az =,  , 1 leképezés alakjat és vessiik
Ossze a numerikusan kapott eredményekkel

an r ol osz llator

Az el6z0 laborgyakorlat soran lattuk, hogy egy a rendszert jellemzd tgyne-
vezett kontrollparaméter valtoztatdsakor a rendszeriinkben a fixpontok jel-
lege megvaltozhat. Elofordulhat, hogy egy stabil fixpont instabilld vélik és
helyette két 1j stabil fixpont jelenik meg. Ezt az effektust nevezziik vasvilla
bifurkaciénak. Erre lattunk példat az anharmonikus oszcillator tanulmanyo-
zasakor.

El6fordulnak olyan fizikai rendszerek, amelyekben a kontrollparaméter
valtoztatasakor bifurkacié torténik stabil fixpontbdl hatarciklusba. Ezt ne-
vezzilk opf bifurkdcionak. A opf bifurkdciot mutato rendszerre az egyik
legegyszeriibb példa a an der ol oszcilldtor, melyet a

i (1 z)r z=0 (1)

egyenlet definidl. A ( 1) an der Pol egyenlet ekvivalens a kovetkezd két
elsérendii egyenlettel:

7) (2)
- - ()

izsgaljuk meg, hogy az oszcillator nyugalmi allapota milyen értékekre
stabil. A ( 1) egyenlet kis kitérésekre érvényes linearizélt alakja:

= T x ()

ekvivalens egy kozegellenallasu csillapitott harménikus oszcillator moz-
gasegyenletével. Tehdat levonhatjuk azt a kovetkeztetést, hogy a nyugalmi
allapot (azaz x = 0, z = 0) 0 esetén stabil, 0 esetén viszont
instabil. A = 0 eset a csillapitatlan oszcillatornak felel meg.

Ha 0 a ( 1) egyenletnek létezik stabil hatdrciklus megolddsa, a
hatdrciklus alakja azonban lényegesen kiilonbozik a 1és 1 esetek-
ben. A ( 1) egyenlet kis -kre érvényes alakjiabdl konnyen beldthat6, hogy
ekkor a hatarciklus egy = 2 sugari kor az (z,x) sikon. A hatarciklushoz
tartds meglehetdsen lassi, exp ( t)-vel ardnyos.

A 1 esetben a hatdrciklus alakja a ( 2) egyenletrendszerb6l haté-
rozhaté meg. (Erre a feladatok sordn latunk példat.)

19
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° Fe t i i i t

1. A 0 tartomanyban tobb paraméter érték mellett inditsunk
mozgasokat, majd dbrazoljuk az x(t) figgvényt, illetve a tra-
jektéridt az (x,z) sikon  egyiik észre, hogy = x, ezért az z,x
sikon torténd abrazolashoz a tengelyek definicidja a kovetkezé kell
legyen:  :z, (x x) .

2. A 1 esetben figyeljiik meg a hatarciklus kialakulasat Ehhez
példaul = 0.0 , 0.02 mellett inditsunk mozgésokat és figyeljiik
meg a kor alakd hatérciklus 1étrejottét az (x,z) sikon. egyiink
kezddfeltételeket a koron beliil és a koron kivil is

. Tekintsiik a 1 tartomanyt Ehhez vegyiik példaula =1
értéket. nditsunk mosgasokat és figyeljiik a hatarciklus létrejot-
tét  egyiink kezddfeltételeket a hatarcikluson beliil és kiviil is

A 1 esetben a hatdrcikluson torténé mozgds nem egyen-
letes, a ciklusnak van gyors és lassu szakasza is. A sebesség
érzékeltetésére végezziink animéaciét

A 1 esetben prébdljuk meg analitikusan értelmezni a ha-
tarciklus alakjat és az el6z6 pontban megfigyelt nem-egyenletes
mozgast, kiindulva a ( 2) egyenletekbdl

20
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aboratériumi gyakorlat
orenz modell aot smozgdsra ezeto nem
[ nedr s d eren dleg enlet rendszer

1 A lns’g

Melegitstiink egy vizszintes folyadékréteget alulrél. Ha a hémérséklet gradi-
ense egy kiiszobértéket meghalad, a folyadék mozgasba jon és egy id6 milva
stacionarius aramlds alakul ki. A felfelé és lefelé aramlds véaltakozasa révén
a folyadékrétegben sajatos struktirak jonnek létre. Ennek az tgynevezett
szabad konvekciénak a beinduldsa a hidrodinamikai instabilitasok egyik leg-
egyszeriibb példdja. Az elso kisérleti megfigyeléseket énard végezte 1900-
ban, mig a konvekciomentes allapot stabilitasanak feltételét Rayleigh vezette
le els6ként 191 -ban. nnen a jelenség neve: Rayleigh— énard instabilités.

Amig az edény alja és teteje kozott a hémérsékletkiilonbség kicsi, az en-
ergia aramlas a folyadékban hédiffizié révén valésul meg. Amikor azonban
tullépiink egy kritikus hémérsékletkiilonbséget, makroszképikus mozgds
kezd6zik. Megfelel6 peremfeltételek esetén az aramlds a 2 4brdn lathaté
hengerszerii feliiletek mentén torténik. A folyamat kontrollparamétere, amely
a rendszer viselkedését meghatdrozza a hémérsékletkiilonbség.

Figure 2:

A hémérsékletkiillonbség tovabbi novelésekor a a szabalyos aramlasi kép
elromlik, a folyadék mozgdsa egyre bonyolultabba, majd kaotikussa valik.

21
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Ennek a jelenségnek a vizsgalatara Lorenz bevezetett egy egyszerii mo-
dellt. A rendszer nagyszamu moédusai koziil harmat tartott meg. E harom
médus  (t), (t)és (t) amplitiddja a hémérsékleteloszlissal és az dramldsi
teret jellemzo aramlési fliggvénnyel kapcsolatosak. A részletek megtalalhatok
az 1, , irodalomban. Aramldsmentes esetben = = = 0, mig
staciondrius hengeres dramlés esetén mindegyik amplitidé idében dllandd,
véges érték. A hidrodinamikai egyenletekbdl megkaphaté az amplitidok
mozgasegyenlete:

—~~
~—

A () egyenletrendszert nevezziikk orenz  modell -nek. Ebben az

0 mennyiséget tekintjiik kontrollparaméternek (ez tartalmazza -t). A
tovabbi paraméterek standard értékei: =10, = . Megfigyelhet6, hogy
a () egyenletrendszer els6 oszlopdban szereplé tagok az egyes médusok csil-
lapitdsat adjak, a masodik oszlopbeliek a gerjesztést irjak le, mig a harmadik
oszlop a nemlinedris csatolasokat tartalmazza.

A orenz egyenletekben ndvelésekor a hengeres dramlésnak megfelelé
tartomanybdl rogton kaotikus viselkedésii tartomdnyba jutunk. A modell
nem irja le hiien a ayleigh énard instabilitdsban tapasztalt jelenségeket.
A tovabbiakban a modellt, mint a kaotikus viselkedésre vezet$ differencidle-
gyenletek prototipusat tekintjiik.

A modell néhany fontos tulajdonsaga:

o Az egyenletek invaridnsak és  tiikrozésére, vagyis az

, : ()

transzformaciéra. A ayleigh énard instabilitdsban ez annak felel
meg, hogy a hengerek forgasiranyanak megvaltozasara invariansak a
mozgasegyenletek.

e Az édllapottér idGegységre eso relativ térfogatvaltozasa

1d
a— — —= (D ()

Mozgas kozben tehat a fazistér térfogata egyenletes iitemben hiuzédik
ossze.
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e Minden megoldas korlatos, amint ¢ . Az egyenletes Gsszehtizodas
miatt kovetkezik, hogy minden megoldas a fazistérben aszimptotikusan

egy

t t t e e te t .

e Ha a ( ) egyenletrendszerbél elhagyjuk a disszipativ tagokat (vagyis
az elsé oszlopot), akkor a modell konzervativva vélik és integralhatd
lesz. gy nem mutat kaotikus viselkedést.

A ornzmo Il 1 mz’s

A tovéabbi feladatok arra szolgdlnak, hogy 1épésrol-l1épésre nyomon kévessiik
a kaosz létrejottét a rendszerben.

e 1 Fe t t i i ite i t

1.

Hatédrozzuk meg analitikusan a () egyenletrendszer fixpontjait
és elemezziik stabilitasukat az  kontrollparaméter fliggvényében
Melyik fixpont irja le az aramlasmentes allapotot, és melyik felel
meg a staciondrius konvekciénak Mi a szabad konvekcié bein-
duldsdhoz tartozé kritikus érték

. Az ODE programmal inditsunk mozgasokat 1és1

10 paraméterek mellett és reprodukdljuk numerikusan az el6z6
pontban kapott stabil fixpontokat izsgdljuk az  (¢), (¢), (¢)
fliggvényeket tovabba a haromdimenziés fazistérben is elemezziik
a trajektoria alakjat

Az 1 10 esetben inditsunk mozgasokat az = = =10

pont kozelébdl. Figyeljiik hova tart a trajektéria

Fe t t Most az 1 2 . kontroll-

paraméter tartomanyban végziink részletes elemzéseket. élunk annak
megértése, hogy a rendszerben a reguldris mozgasbol hogyan alakul ki
fokozatosan a kaotikus viselkedés.

1.

nditsunk mozgdsokat a kovetkez6 értékek mellett: =2, | |
10, 1 .92 . Minden rogzitett mellett végezziink két szdmoldst
azz! =10, '= , '=2¢éazz = 10, = , =2
kezdofeltételekkel.

Abrazoljuk a (x) fiiggvényt és figyeljitk meg, hogy  kiilonb6z6
értékei mellett kapott fixpontok a x sikon milyen gorbén he-
lyezkednek el. A ’csigdk’ viselkedésébdl prébaljuk kitalalni, miért
kituntetett az =1 .92 paraméter érték

7
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Figure

2. Az el6z6 szamoldsok eredményeinél nézziik meg a  (t) és az x(t)

fliggvényeket is

. Az = 10 rogzitett paraméter érték mellett inditsunk néhany
mozgast az = = =0 pont kozelébol Figyeljiik mi torténik
a trajektoridkkal és probaljuk indokolni a latottakat

. Az =21é =2 kontrollparaméterekkel végezziink egy - egy
szamolast az x = = = .0 kezdeti feltételekkel Legalabb
t = 200-ig integraljunk
Figyeljik a (t) és az x(t) fiiggvények viselkedését Mi jelzi a
kaotikus tartomanyhoz valé kozeledést egitség  hasonlitsuk
ossze a alamelyik  ponthoz torténd kon ergdaldst megelozo kaoti
kus oszcilldciok szdmdt Abrézoljuk a fazistérbeli trajektériakat

is a két esetben az  : , o, koordinatetengely
valasztassal Miért hivjak a latottakat 'preturbulens’ viselkedés-
nek ee e eet et i e t e

et e t te e tt

° Fe t ti t t ee e e Lattuk, hogy az
kontrollparaméter novelésével az () egyenletekkel leirt rendszer

2



aboratoriumi gyakorlat Kaosz

mozgasa egyre bonyolultabba valik. A kritikus érték, ahol a kaotikus
mozgas kezdodik az =2 .

1.

dlasszuk az = 2 értéket (tehdt a kaotikus tartoményban).

izsgaljuk meg az  (t), (¢), (t) fiiggvényeket kiilonbozé kez-
défeltételek mellett Hogyan nyilvdnul meg a mozgas kaotikus
jellege

Most az €el6z6 pont eredményeit dbrdzoljuk a hdromdimenzids fa-
zistérben. A tengelyek tehdt legyenek o, :
nditsunk mozgasokat a legkiilonb6zébb kezdofeltetelekkel és fi-
gyeljiik meg, hogy a trajektoria mindig rahizodik a fazistérnek
egy korlatos, nullmértékii halmazara. Ez az objektum a orenz
attraktor. A jobb szemléltetés kedvéért érdemes elforgatni a ko-
ordindtarendszert, azaz a tengelyeket valasszuk most a kovetkezo
médon: .,

izsgaljuk az attraktoron torténd mozgdst Ehhez végezziink ani-
maciét Aktivaljuk a imulation of motion meniipontot a ’time
¢’ beallitassal Figyeljiik meg, hogy a goly6 hogyan mozog az at-
traktor két ’levelén’ Mi felel meg most a kordbban az  (t), (),
(t) fiiggvényeken megfigyelt szabalytalan viselkedésnek

nditsunk két mozgdst egymashoz nagyon kozeli kezdofeltételek-
kel Figyeljiik az (t) fliggvényeket a két esetben és a trajektori-
akat Milyen kovetkeztetés vonhatunk le a trajektéridk tavoloda-
sara vonatkozdan

. Készitsik el a folyamat oincaré leképezését Adott  mellett

metszik el a trajektéridkat a = 1 sikkal A kapott ponthal-
maz egyes részeire ra is zoom-olhatunk

. Elemezziik a (t) fiiggvény egymaést kdveté maximumainak kap-

csolatdat Ez kényelmesen elvégezhetd a kovetkezé médon: A (%)
fiiggvény lokalis maximumait keressiik. evezetiink egy 1j valto-
z0t a = definiciéval, amely a () egyenletrendszer alapjin a
kovetkezd egyenletnek tesz eleget:

= o (z =z )z (z ) ()

a (0)==z(0) (0)  (0) kezdéfeltétellel. Ha oincaré metszetet
készitiink a = 0 sikkal, akkor éppen a , maximumait kapjuk.
Abrézoljuk ezekutan a n figgvényt és elemezziik tulaj-
donsigait.  élszerd 1000 2000 maximumot kiszdmolni ( sak
minden mésodik  szélséérték jelent maximumot.)
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Fe t ti t t e e ete Az eddig

bemutatott kiilonos attraktoron kiviil az 2 . kontrollparaméter
tartomanyban tovabbi érdekes dolgokat figyelhetiink meg. Az eddig
bemutatott Lorenz — attraktor csak =1 -ig stabil.

1.

Az =1 paraméternél fokozatos atmenet kezddodik egy hatar-
ciklusba. Az dtmenet =1 . kornyékén ér véget. nditsunk
mozgasokat ebben a paramétertartomanyban a legkiilonb6zobb
kezdofeltételekkel és figyeljiikk meg a hatarciklus kialakulasat.

= 1 .1-nél egy 1j, az el6bbitdl kiilonbozo kiilonos attraktor
alakul ki. A fentiekhez hasonléan elemezziik tulajdonsagait.

LAz1 1 2 . intervallumban ismét egy hatarciklus kiala-

kulés figyelheté meg. Prébaljuk megtalalni

. Ezeken kiviil a Lorenz—modell érdekes intermittens viselkedést is

képes mutatni. tt az intermittencia azt jelenti, hogy a rendszer
mozgasa viszonylag hosszu ideig reguldrisnak tinik, amit aztdn
kaotikus tartomanyok tarkitanak. lyen intermittens viselkedés
a masodik attraktorrdl az azt koveté hatdrciklusra valé dtmenet
soran figyelhet6 meg. dalasszuk az =1 .0, 1 .1, ..., 1 .0
paramétereket és prébaljunk talalni intermittens viselkedést
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aboratériumi gyakorlat
lonos attra tor természetra za
a dosz létre otténe e gen a m éle “ta

A orenz modell kapcsan példat lattunk kaotikus mozgasra vezetd differenci-
alegyenlet-rendszerre. A modell elemzése alapjan altalanos kovetkeztetéseket
is levonhatunk a kdosz kialakuldsdnak feltételeire. A () egyenletrendszer
harom darab csatolt, elsorendii, nem-linedris egyenletbdl all. Altaldnosan
is belathato, hogy kaotikus mozgas haromndl kisebb dimenzids fazistérben
nem alakulhat ki, ugyanis a oincaré endi on tétel szerint kétdimenzio-
ban a legbonyoliltabb attraktor a hatdrciklus lehet. A kaosz létrejottéhez
szintén sziikséges feltétel a rendszert jellemzo mozgdsegyenletek nemlinedris
csatolasa is.

Disszipativ rendszerekben egy kiszemelt fazistérbeli térfogat az idé mula-
saval csOkken. Ebbdl kovetkezik, hogy ¢ -re a d dimenziés allapottérben
egy olyan tartomdnyhoz — attraktorhoz — tart, amelynek dimenzidja kisebb,
mint d. A kaotikus viselkedést mutato disszipativ rendszerek attraktorai, az
ugynevezett kiilonos attraktorok a végesben helyezkednek el, korlatos kiter-
jedéstiiek és vonzok. iszont tobb tulajdonsidgukban lényegesen eltérnek az
egyszerl attraktoroktdl (fixpont, hatérciklus, térusz). A kiilonés attrak-
torok legfontosabb tulajdonsaga a hiperbolicitds, ami azt jelenti, hogy két
egymashoz kozeli kezdofeltétellel inditott palya nagyon gyorsan eltavolodik
egymastdél. A kiilonos attraktor alakja csak a konkrét rendszer ismeretében
hatarozhaté meg, rendszerint az egyenletrendszer numerikus megoldasanak
aszimptotikus viselkedése alapjan.

A jelen gyakorlat sordn olyan rendszerekkel foglalkozunk, amelyek fézis-
tere haromdimenzids, tehat amelyeket harom, autonom, nemlinedris differen-
cidlegyenlet ir le. A kdosz létrejottének a orenz modellnél latottakndl mas
utjai is lehetségesek, illetve a kiilonos attraktor formdjaa orenz attraktor-tol
eltéro is lehet. A tovabbiakban elGszor a kdosz kialakuldsanak eigenbaum
féle utjat mutatjuk be és néhany egyszerti példdval illusztraljuk a kiilonos
attraktor lehetséges topoldgiai tulajdonsigait.

.1 A osslr mo 1l

Az egyik legegyszeriibb, kaotikus mozgéasra vezetd, nemlinearis differencidle-
gyenlet-rendszer az ugynevezett ossler modell, amelyet a kovetkezo egyen-
letek definidlnak:

e = ( ) (9)
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z 0.2
= 02 =z

A harmadik egyenletben taldlhaté az egyetlen, nemlinedris csatolast 1étrehozo
tag. A modellben a -t tekintjiik kontrollparaméternek.

A (1 9) egyenletrendszernek a = 2. paraméterértéknél stabil hatarciklus
megoldédsa van 1 Hz frekvencidval ( a periédusidé = 1). A novelésével
egy jol meghatdrozott  értéknél ez a hatéarciklus instabilld vélik és megje-
lenik egy 2 periédusi stabil hatdrciklus. Ezt a jelenséget nevezziik perié-
duskett6zo bifurkaciénak. A tovabbi novelésével djabb bifurkacié torténik
egy periodusu ciklusba, stb Alabb tablazatban foglaltuk Gssze néhany
periodus-kettozodéshez tartozo  értéket:

Hatarciklus periodusa
2. 1
2

A téblazatban megfigyelhetd, hogy novelésével az egyes peridduskettézo
bifurkaciékhoz tartozo értékek egyre stliriibben helyezkednek el és a

sorozatnak a .2 érték kornyékén torlédasi pontja van. A rend-
szer mozgdsanak tehat két lehetséges mddja van: esetén a mozgas
periédikus, mig mellett a rendszer mozgasa kaotikussa valik. A be-

mutatott dssler modellben tehat periédus-kett6z6 bifurkaciok sorozatan at
jutunk el a kaotikus mozgdashoz a kontrollparaméter valtoztatasakor. A kdosz
kialakuldsanak ezt az 1tjat nevezzilk eigenbaum féle itnak. A  dssler
modell részletes vizsgdlata megtaldlhaté -ben.

e 1 Fe t e e 1 t

1. A fenti tablazatban megadott  értékeket felhasznalva reprodu-
kaljuk az egyes hatarciklusokat az ODE programmal Az in-
tegralds idGtartamat célszerti hosszinak valasztani (¢ 200),
hogy a kezdeti tranziensektél megszabaduljunk. A hatéarciklus
létrejottét (vagyis a periédikus mozgdst) jol lehet érzékelni az
z(t), (t), (t) figgvények viselkedésében. Elészor dbrazoljuk
ezeket és figyeljiik meg, hogy ezeken a fiiggvényeken hogyan nyil-
vanul meg a peridédus-kett6z6dés
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2. Az el6z6 pont eredményeit felhasznalva most abrazoljuk a fazis-
térbeli trajektoridkat és figyeljiik a perioduskettozodés 1étrejottét
ee e eet et e

altoztassuk  értékét finom lépésekben a 2. . intervallumon
és figyeljiik meg, hogyan deformélédik az els6 hatdrciklus alakja
és jelenik meg a bifurkécié
. Az egyes bifurkdciékhoz tartozé  értékek pontos meghataroza-
sanak a numerikus integralds véges pontossiga szab gatat. A
torloddasi pont kornyékén nehéz megkiilonboztetni az egyes perié-
duskett6z6 bifurkacidkhoz tartozé  értékeket. Az integraldsunk
pontossagat novelve hatarozzuk meg a programmal a 1 perié-
dusideji hatarciklushoz tartozé -t

. Készitsink a  periddusidével stroboszkopikus képet (azaz oin
caré map-et) a kordbban bemutatott eljardssal Hogyan jelenik
meg itt a hatarciklus illetve a peridduskettézédés

nditsunk mozgast a kaotikus tartomanyban és hatarozzuk meg a

ossler modell kiilonos attraktorat, az ugynevezett e tt
t t Az dbrazoldshoz véalasszuk a tengelyeket a  : z,
, : -nek majd a jobb szemléltetés céljabdl cseréljiik fel az
és a rengelyt, azaz :x, : ,

. A mozgas kaotikus jellegét vizsgaljuk meg az animécié segitségével
is A trajektéridkon kiviil vizsgdljuk az z(t), (t), (t) fiiggvénye-
ket is

. A kaotikus tartomdnyban inditsunk két trajektoridt egymaéshoz
kozeli kezddfeltétellel és a korabbiakhoz hasonléan elemezziik a
tavolodasuk sebességét

0o a lonos attra toro

A most kovetkezé modelleket nem elemezziik részletesen, hanem azt vizsgdl-
juk, hogy az egyes esetekben milyen szerkezetii kiilonos attraktor alakul ki.
Tekintsiik a kovetkezo nemlinedris differencidlegyenlet-rendszert:

T = x x , (0)
=z 0.1
= 00 =z O 0.001 .

Az ( 0) egyenletrendszerben megadott paraméterek mar a kaotikus mozgds-
hoz tartoznak. Figyeljiik meg az els6 és a méasodik egyenletben a nemlinea-
ritast okozd tagokat

29
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° Fe t ett i tt t
izsgaljuk az ( 0) egyenletrendszer kiilonos attraktorat

1. nditsunk mozgasokat tobb kiilonbozé kezddfeltétellel és figyeljuk
meg, hogyan huzdédnak ra a trajektoéridk az attraktorra

2. A rendszer kiilonos attraktora igynevezett kettos spiral alaki. Fi-
gyeljiik meg ezt az alakot az el6z6 pontban kapott eredményeken
Esetleg a koordinatarendszer elforgatasa segithet a kifejezd abra-
zolasban.

Tekintstiik a kovetkez6 egyenletrendszert:

x Az, ), (1)
f (:E, ) )a
= f (CC, ) )a

ahol z, , dimenziétlan valtozok, fi, f,f fuggvények egységnyi nagysig-
rendi, vagy ennél kisebb egytuitthatékat tartalmaznak csak, s f mindenkép-
pen nemlinedris kifejezés. Az 1 esetben, ha nem valtozik gyorsan,
akkor a -re vonatkozo egyenlet bal oldala elhanyagolhatéan kicsi. Ekkor
igaz, hogy f = 0. Mivel f nemlinedris fiiggvény, igy az f (z, , ) = 0
feltételt tobb feliilet is kielégiti. Ezeken a feliileteken a rendszer kétvaltozos.
A feliiletek kozott azonban, a rendszer mozgasa soran, kialakulnak gyors
atmenetek, amelyek soran nem hanyagolhato el. A valtozé tehat 'kapc
sold’ véltozénak tekintheté az ( 1) egyenletrendszerben. Konkrét példaként
vizsgaljuk a kovetkezo egyenletrendszert:

r = : (2)

° Fe t t tt t iee 1 e e et

1. nditsunk mozgasokat tobb kiilonb6zo kezddfeltétellel és figyeljiik,
hogy a trajektoriak milyen attraktorra hizédnak ra

2. Az ( 2) egyeneletek alapjdn hatdrozzuk meg az f (z, , ) = 0
egyenletii feliiletek alakjat és vessik Ossze az el6z6 pontban nu-
merikusan szdmoltakkal
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. Figyeljiik az attraktoron torténé mozgast  égezziink animéaciot
és figyeljiik meg azt, hogy hogyan torténik a mozgas az f = 0
egyenletii feliileteken és mikor torténik meg az atkapcsolas

nditsunk két trajektoriat kozeli kezdofeltételekkel és elemezziik
tavolodasuk sebességét

anlott irodalom
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