1 Bevezetés
avagy miért foglalkozunk a hiurelmélettel?

Sokaig az volt a fizika egyik alapfeltevése, hogy az anyag szerkezetét olyan részecskék
mozgasa és kolcsonhatasaként lehet megérteni, amelyek pontszeriinek tekinthetok.
Egy pontszerii részecske eseményei a térido pontjait jelolik ki. A fizika fejlodése
sordn el6szor az anyagi pont mechanikdjat dolgoztdk ki, majd a mechanikat altala-
nositottak pontrendszerekre. A mechanika az Osszes kiterjedt test mozgdsat pont-
rendszer mozgdsaként irja le.

Az anyagi pont helyzetét az z* négyesvektor irja le valamilyen vonatkoz-
tatasi rendszerben. A részecske mozgasat a téridében egy vildgvonal dbrazolja. A
részecske helyzetét a vildgvonalon a 7 sajatidével jellemezhetjiik, amely geometriai
értelemben az ivhossz-paraméter szerepét jatssza, ds = c dr. A sajatid6t mérhetjiik
példaul a részecske keletkezésének pillanatatol a részecske nyugalmi rendszerében.
A vildgvonal olyan z#(7) gorbe, amelynek érintévektora idészerti, i#(7)z,(7) > 0.
Az mgy nyugalmi tomegi részecske Newton masodik térvénye szerint mozog:
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Késébb rajottiink, hogy a részecskék kvantummechanikai mozgést végeznek,
és hogy ennek a klasszikus mechanikai mozgéds csak specidlis esete. A pontszeri
részecske kvantummechanikai viselkedését a 1 (Z,t) hullamfiiggvény irja le, amely-
nek abszolitérték négyzete, | ¥(7,t) |> d*x megadja annak a valészinliségét, hogy
a részecskét az ¥ pont koriili d®z térfogatelemben taldljuk a t pillanatban. A teljes
taldlati valdszintiség idében dllandé, [ | ¥ |? d®z = 1. A részecske mozgdsat a
Schrodinger-egyenlet irja le:
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A részecske hullamfiiggvénye ugyan altalaban egy véges tartomanyra terjed ki a
térben, mégis a részecske megtalalasanak eseménye pontszerii: a tér valamely pontjiaba
helyezett infinitezimdlis detektor vagy megszolal vagy nem, és ha megszdlal, akkor
az egész részecskét megtaldljuk az adott pontban teljes energidjaval és impulzusaval.
Jegyezziik meg azonban, hogy egy részecske emisszidja vagy abszorpcidja csak idea-
lizalt esetben pontszerii elemi esemény. Valéjaban a ”detektor” a legegyszeriibb eset-
ben egy maésik részecske, és az emissziérdl (abszorpciérdl) csak annyit tudunk, hogy
a detektor-részecske altal elfoglalt kicsiny térfogatban zajlik le. Id6ben is csak oly-
an A7 pontossdggal pillanatszerii, amit a detektor-részecske r sugara a AT = r/c
Osszefiiggés szerint megszab.



A kiterjedt testek a kvantummechanikaban is sokrészecske rendszerekként irhaték
le. A sokrészecske rendszer hulldmfiiggvénye (koordindta-reprezenticiéban) az egyes
részecskék koordinatdi altal kifeszitett téren van értelmezve.

A kvantummechanika relativisztikus altalanositasara tett kisérlet meglep6 eredményre
vezetett. Kideriilt, hogy mar egyetlen relativisztikusan mozgo részecske kvantumme-
chanikajat sem lehetséges ellentmonddsmentesen megfogalmazni. Az energia relati-
visztikus kifejezésének,

E? = (moc*)* + (pe)?, (1.3)

érvényben maradasat megkovetelve, az s = 0 spinii részecskékre a Klein-Gordon-
egyenlet,
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és s = % spint részecskékre pedig a Dirac-egyenlet
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adodott mozgéasegyenletként. Az egyenletek megolddsainak elemzése azonban meg-
mutatta, hogy sem ¢(z), sem pedig 1(z) nem tekinthet6k hulldmfiiggvényeknek.
Az egyenleteknek vannak ugyanis pozitiv energids és negativ energids megoldasai.
Nem tehetjiik azonban meg, hogy csak a negativ energias megoldasokat tekintjiik
fizikaiaknak. Ha uis. egy hullamcsomagot képeziink csak pozitiv energids megolda-
sokbdl, akkor ebben a hulldimcsomagban id6beli fejlédése soran megjelennek negativ
energids komponensek is. Ezért azokat nem hagyhatjuk figyelmen kiviil egy konzisz-
tens elméletben. A Klein-Gordon-egyenlet ¢(x) megolddsardl rdaddsul még az is
kideriilt, hogy nem lehet neki valésziniiségi jelentést tulajdonitani.

Az ellentmonddsok feloldasat az elmélet kvantumtérelméletté torténd atfogal-
mazasa tette lehetové. A kvantumtérelméletben arra az alldspontra helyezkediink,
hogy a vakuum nem iires, hanem az a terek alapallapota. A részecskék a terek
elemi gerjesztései. Az allapottér az egyrészecskés allapotokon til tartalmaz két-,
harom-, stb. részecskés allapotokat, azaz tetszOleges sokrészecskés dllapotokat. A
tereket téroperatorok ¢(z) és ¥(z) irjak le, amelyek a térid8 valamennyi pontjdban
értelmezve vannak, és az dllapottér vektoraira hatnak. A téroperatorok adjungaltja a
vakuumbdl egy részecskét kelt a téridé = pontjaban. Olyan tér téroperatora, amely-
nek elemi gerjesztései zérus ill. % spintiek, a Klein-Gordon- ill. a Dirac-egyenletet
elégiti ki operator-egyenlet alakjaban. A részecskék szama nem marad meg. Az
elméletbol meghatarozhatok a kiilonbozé szamu részecskét tartalmazé allapotok
kozotti atmenetek valdszinliségei. A kvantumtérelmélet megtartotta azonban azt
a feltevést, hogy a részecskék keltésének és eltiintetésének eseményei pontszeriiek.



A térelmélet az anyag szerkezetét a kovetkezéképpen magyarazza. A nukleo-
nok, az atommagok, az atomok stb. azért mutatnak geometriai szerkezetet, mert
fermionokbdl épiilnek fel. A fermionokra érvényes a Pauli-féle kizarasi elv: két azo-
nos fermion nem lehet egy rendszeren beliil ugyanabban a kvantumallapotban. Ez
viszont azt jelenti, hogy a fermionok egymadas utdn betdltik egy rendszeren beliil
az alapallapottol kezdodden felfelé haladva a magasabban gerjesztett egyrészecske-
allapotokat. Utébbiak hullamfiiggvényei pedig a geometriai formak valtozatos és gaz-
dag tarhazat biztositjdk. Végsd soron ez magyardzza az anyag valtozatos geometriai
formait. Mondhatjuk tehat, hogy a fermionok az anyag épitokovei. Az épitékoveket
Osszetarté habarcsot a kolcsonhatds jelenti. A pontszerii részecskék térelmélete a
kolcsonhatds mélyebb megértéséhez vezetett. Lehetové tette egy egységes kép kial-
akitdsat arra nézve, hogy hogyan valésul meg az elektromégneses, a gyenge és az eros
kolcsonhatds. Ennek lényege, hogy a kélcsonhatdst bozonterek kozvetitik. A fermio-
nok egymadssal kicserélik a megfelelé bozontér kvantumait: elektromagnesesen kol-
csonhato elektronok fotonokat, az erésen kolcsonhaté kvarkok gluonokat, a gyengén
kolcsénhato kvarkok és leptonok pedig vektorbozonokat cserélnek ki egymdssal. A
teljes kolcsonhatas ilyen elemi folyamatokbdl épiil fel. Az elemi kolcsonhatasi fo-
lyamatok lokdlisak: a térido valamely pontjaban a fermionaram kolcsonhat az ott
uralkodé bozontérrel.

A pontszeri részecskék fizikajanak hatterében az a feltevés all, hogy minden
test addig darabolhaté, mig az alkatrészek mar pontszertinek tekintheték. Ranézésre
ez a feltevés jogosnak tiinik. Az atom atommagbdl és elektronokbdl, az atommag nu-
kleonokbdl, a nukleonok pedig kvarkokbdl épiilnek fel. Ahogy azonban igy megyiink
az egyre kisebb méretek felé minoségi valtozas kovetkezik be. Az elektronokat ki lehet
szabaditani az atombdl, a nukleonokat is ki lehet szabaditani az atommagbdl, de a
kvarkokat mar nem lehet kiszabaditani a nukleonokbdl. A kvarkok és a leptonok szer-
kezetérol egyelore csak annyit tudunk, hogy ezeknek a részecskéknek a kiterjedése an-
nyira kicsi, hogy a jelenlegi kisérletek nem alkalmasak arra, hogy azt meghatarozzuk.
A kvarkbezaras jelensége azonban azt sugallja, hogy minél mélyebbre megyiink az
anyagszerkezetében, az alkotorészek anndl inkabb elveszitik 6ndllé részecske jel-
legiiket. Sokkal szervesebben kétodnek ahhoz a kiterjedt objektumhoz, amelyet al-
kotnak. Minthacsak annak egy tulajdonsiagava valnanak. Elképzelheto tehat, hogy
vannak az anyagnak olyan kicsiny épitokovei, amelyek lényegiiknél fogva kiterjedtek
és nem érthetok meg mint pontrészecske rendszerek. Ez lehet érv, hogy kisérletet
tegyiink olyan elméletek kidolgozdsira, amelyekben a részecskék eleve kiterjedtek.
Egy mésik érv lehet az, hogy bizonyos objektumok, mint pl. a nukleonok, kiterjedtek
és kolcsonhatdsaik leirdsa egy effektiv elméletben, amely eleve figyelembe veszi ki-
terjedtségiiket, hasznos és esetleg egyszeriibb lehet mint az alapveté kolecsonhatasok
pontrészecske-térelmélete alapjan.

Ebben az irdnyban a legkézenfekvobb altaldnositds, hogy az elmélet elemi ob-
jektumanak nem a nulladimenziés pontot, hanem az egydimenziés vonaldarabot,



az un. hurt valasztjuk. Hasonléan a pontrészecskék fizikajahoz, kifejlodott az elmult
egy-két évtizedben a hurok mechanikdja, kvantummechanikdja és kvantumtérelmélete,
az un. hurtérelmélet. Napjainkban vannak ugyancsak probalkozasok olyan elméletek
kidolgozasara, amelyekben az elemi objektum két- vagy tobbdimenzids. Ezek az un.
membran elméletek.

Torténetileg a kiterjedt részecskék elméletének kidolgozasara iranyul6 torek-
vések mas oldalroél kaptak 6sztonzést. A hadronokrol tudjuk, hogy kiterjedt részecs-
kék. Sugaruk 1 fm nagysagrendii. Ma azt hissziik, hogy a hadronok szerkezetérdl és
kolesonhatédsairdl a kvantumszindinamika elnevezésii pontrészecske-térelmélet tud
szdmot adni. Ennek semmi eziddig nem mond ellent, azonban a bizonyossdgtol
még valdsziniileg nagyon tavol vagyunk. A kolcsonhatas erdssége miatt ugyanis a
hadronikus kolcsonhatas elméleti targyalasara nem alkalmazhaték a perturbacios
modszerek, és ez rendkiviili technikai nehézségeket jelent. Itt megjegyezziik azon-
ban, hogy ujabban sikeriilt a hadronok kélcsénhatdsi folyamatait perturbativ iton
értelmezni. A hadronszerkezet és a kvarkbezards azonban természetesen nem ma-
gyardzhaté ilyen moédon.

Fiiggetleniil attol, hogy meg tudjuk-e a hadronok koélcsonhatasat a szerke-
zetiik alapjan magyardzni, meg lehet kisérelni olyan elmélet kiépitését, amelynek
elemi gerjesztései maguk a hadronok. A megfelelé elméletet megkisérelték a pon-
trészecskék térelméletének a mintajara megalkotni. Az eredményiil kapott elmélet
azonban rossz aszimptotikus viselkedést mutat: benne a hadron-hadron kélcsénhatas
hatdskeresztmetszete nagy energidn végtelenhez tart. Ez azonban ellentmond a ta-
pasztalatnak és elméletileg is helytelen, mert azt jelentené, hogy az S métrix nem
unitér. Venezianonak sikeriilt a hadronikus kolcsonhatédsra egy effektiv elméletet,
az un. dudlis modellt kidolgoznia. Ez a modell az S matrix tulajdonsagaira tesz
egészen altalanos feltevéseket, mint azt, hogy S unitér, analitikus, keresztszimme-
tridval rendelkezik (crossing symmetry). Az egyetlen feltevés, ami a pontrészecske
térelméletekben nem teljesiil az, hogy a szdrasi amplitudo kielégiti az un. dualita-
si elvet. Errol a kovetkezo eloaddsban részletesen lesz szd. A dudlis modell a ta-
pasztalattal sok tekintetben jol egyezik és helyes aszimptotikus viselkedést mutat.
A mi szempontunkbdl kiilonosen érdekes, hogy a hadronikus kolcsonhatdas ampli-
tudéja a dudlis modellben, az in. dudlis amplitudé pontosan megegyezik azzal az
amplitudéval, amit a hurelmélet szolgdltat. A dudlis modell egyuttal a hadronok
nyugalmi tomege és spinje kozott is megad egy Osszefiiggést

1
M? = M + E‘] (1.6)

alakban. Ez megfelel a tapasztalatnak és ugyancsak megegyezik avval, amit a hirelmélet
szolgaltat. Egy relativisztikus hir nyugalmi tomegének négyzete aranyos a hur sajat
impulzusmomentumaval. A dudlis modellben a részecskék tomegallapotainak siirtisége,
az un. tomegspektrum exponencidlisan né névekvé nyugalmi tomeggel,

p(M)dM o exp(bM)dM. (1.7)



Ez nem mond ellent a hadronrezonancidk mért allapotsiirliségének, és a hurok
tomegspektruma is pontosan ilyen tulajdonsigu. Mindezek a tények azt mutatjik,
hogy a hidrok alkalmasak lehetnek a hadronok és kolcsénhatésaik leirdsara.

Mindjart itt el kell azonban mondanunk, hogy a dudlis modell rendelkezik egy
alapveto hianyossdggal. Nem tud helyesen szamot adni olyan folyamatokrol, ame-
lyekben a parton szabadsagi fokok kiemelkedden fontos szerepet jatszanak. Igy a
kinematikai valtozék bizonyos tartomanyaban a dudlis modell a tapasztalattal nem
egyezO aszimptotikus viselkedést mutat. Adott iranyu széras hatdskeresztmetszete
az energia novekedtével exponencidlisan csékken a modellben, mig a tapasztalat
szerint csak hatvanyfiiggvény szerint. Ez volt az egyik {6 ok, hogy le kellett mon-
dani arrél, hogy a hirelméletet a hadronok koélcsonhatasa elméletének tekintsiik.
Igy a hirelmélet fejlodése kiilonvalt attél, amit ma a hadronikus koélcsonhatasok
hirmodelljének neveziink. Megkérdezhetnénk még, hogy mi sziikségiink van a hadro-
nok hurmodelljére, ha fenomenolégikus elméletként hasznalhatjuk a dudlis modellt.
A duadlis modellnek megfelel6 hirok azonban kiilonboéznek a hadronok hirmodelljében
hasznalatos huroktol. Mig az elébbiek csak transzverzalis rezgéseket tudnak végezni,
addig az utébbiak longitudindlis rezgésekre is képesek és ennek kovetkeztében a
hadronok parton szabadsagi fokairdl is szamot tudnak adni. Egy mésik lényeges
kiilénbség, hogy a hurelmélet végtelen vékony hirokkal foglalkozik, mig szdmos
okunk van azt hinni, hogy a hadronok modellezéséhez véges transzverzalis kiter-
jedésti hirok a megfeleléek (sugaruk kb. 0,5 fm).

A mostani el6adassorozatban megismerkediink majd a hurelmélet elemeivel.
Igyekszem majd ennek sordn megmutatni, hogy a hirmodell mennyiben hasonlit ill.
kiilénbozik a hurelmélettol. ae

2 A dualis modell

Még miel6tt elkezdenénk a hurelmélet alapjaival valé ismerkedést, beszéljiink arrdl
a kisérletrdl, hogy a hadronok kélcsonhatdsat pontrészecske-térelmélet segitségével
irjuk le. Az alapfeltevés az, hogy létezik egy hadrontér és ennek elemi gerjesztései a
hadronrezonanciak, amelyeket kisérletileg megfigyelhetiink. Az alacsony energias ha-
dronikus folyamatok vizsgalata megmutatta, hogy a kolcsonhatasi amplitudo lényeges
jaruléka olyan elemi folyamatoktdl szarmazik, amelyek rezonancidk kicserélését irjak
le az s-csatorndban:



Ugyanakkor a hadronikus folyamatok un. Regge-elmélete mugmutatta, hogy a
kolcsonhatdsi amplitudé s — oo aszimptotikus viselkedése gy értelmezhetd, mint
un. Reggeonok kicserélése a t-csatornaban:

Egy pontrészecske-térelméletben az s-csatornas rezonancia-amplitudé

git”
As,t) = PR YE (2.8)
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alaki, ahol g; csatolési dllandék, M; és J; a kicserélt rezonancidk nyugalmi tomege
és spinje. A t-csatornas amplitudé szerkezete hasonlo:
gis”

Al(s,t) = Dyt (2.9)

A fenti képletekbol latszik, hogy véges sok rezonancia cseréje esetén az amplitudo
aszimptotikus viselkedését s — oo, t =const. esetén a maximalis spinii rezonancia
szabja meg:

A~ gTmes (s = o0) (2.10)

Ez azt jelentené, hogy a totdlis hataskeresztmetszet nagy energian hatvanyfiiggvény
szerint divergdl. A szérasmatrix unitaritdsabdl ezzel szemben az kovetkezik, hogy a
totalis hatdskeresztmetszet legfeljebb logaritmikusan divergdl (Froissart-féle hatar):
op < In s.

A kiutat az jelentheti, legalabbis matemetikai szempontbdl, hogy a folya-
matokban végtelen sok rezonancia kicserélésére van lehetoség. Ilyenkor az amplitu-
dékban végtelen sok pélustagot kell Gsszegezni, és ez biztosithatja, hogy a sor 6sszege
konvergens, bar egyenként minden egyes tag divergal az s — oo hataresetben.

Masrészrol az amplitudonak ki kell elégitenie bizonyos altalanos kritériumokat
mint az unitaritds, az analitikussag és a keresztszimmetria. Az analitikussag kove-
telménye azt sugallja, hogy az alacsony-energids A(s,t) és a nagy-energids A'(s,t)
amplitudok nem lehetnek teljesen fiiggetlenek egymastél. Az egyiket meg kell tud-
ni kapni a masikbdl analitikus folytatds révén. A dualitds elve részben erre épit,
részben pedig arra a matematikai lehetéségre, hogy A(s,t)-ben felléphetnek A'(s,t)



t-csatornds pélusai és viszont A’(s,t)-ben A(s,t) s-csatornds pélusai, ha az ampli-
tudok végtelen sorok osszegei. A dualitds elve kimondja, hogy mind az s- mind a
t-csatornaban ugyanazon kézbenso rezonancia-allapotok jatszanak szerepet, és hogy
a rezonanciak M;, J; spektruma olyan, hogy

A(s,t) = A'(s,1) (2.11)

all fenn. Ez azt jelenti, hogy a hadronikus folyamatok amplituddjat vagy s-, vagy
t-csatornas polustagok Osszegeként allithatjuk elo:

As,t) => = Z (2.12)

i
A pontrészecske-térelméletek amplitudéival ellentétben nem szabad azonban
az s- és t-csatornds poélustagokat Gsszeadni.

Venezianonak sikeriilt a hadronikus kétrészecskés amplitudé analitikus alakjat
meghatarozni:

_ Dla(s))T((?))
A(s,t) = T(a(s) + o) (2.13)

ahol a(s) = —a(0) — o's, és a(0) meg ' édllandék. Ez az un. dudlis amplitud6. A
dudlis amplitud6 s — oo, t =const. hataresetben

A(s,t) oc s~ (2.14)
aszimptotikus viselkedést mutat. Az aszimptotikus viselkedés olyan, mintha ¢-t6l
fiiggé J = —a(t) spinti részecske kicserélését6l szarmazna. Az amplitudénak az
alt = M3) = —J (J =0, 1, 2, ...) helyeken pélusai vannak, ami a rezonancidk

nyugalmi tomege és spinje kozott a
J = a(0) + o/ M3 (2.15)

Osszefiiggést jelenti. A rezonanciak tehat a dudlis modell szerint egy egyenes mentén
helyezkednek el az (M?,.J) diagrammon. Azt mondjuk, hogy a Regge-trajektéridk
linedrisak. A dudlis modell ezen jéslata megegyezik a tapasztalattal.

A Veneziano-féle modell tovabbfejlesztésével olyan dudlis modellek sziilettek,
amelyek alapjan a mezonok és a barionok kolcsénhatasaira vonatkozo szamos fontos
kisérleti tapasztalat egységes keretbe foglalhaté. A dudlis modellek legfontosabb
hidnyossdgdarél az el6z6 el6addsban mér széltam, igy arra most nem térek mégegyszer
ki.



3 Az anyagi pont

Nem zérus tomegii részecske vildgvonaldt az z# = z#(7) gorbe irja le, ahol T a
sajatidé. A hatds az anyagi pont dltal befutott vildgvonaldarab ivhossza:

2 T2
Szt = —mc/ ds = —ch/ dr. (3.16)
1 T1

Az ivhosszelem négyzete:
ds® = *dr? = vy, da"dz” (3.17)

ahol v,, a téridé metrikdja. A mozgdsegyenleteket a legkisebb hatds elve alapjan
nyerjiik:

85 =0, (3.18)
ahol 45 a hatds megvéltozdsa a vildgvonal z#(7) — x#(7) + dx*(7) varidcidja

esetén, mikozben megkoveteljiik, hogy dx# (1) = dx#(m2) = 0 legyen. A dr sajitidé-

------------

§(ds®) = c*0(dr?*) = 2c%drddr
= <%5azadaj“dm” + 2’yu,,dx“5dx”>
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ddr = = (8—;1530 ah ¥ + 27y, 2H0T ) dr. (3.20)

Ennek segitségével a hatas varidcidja:

™ E 2 T s
08 = —mc2/ ddr = —% dr (;7‘;53:%“3:” + 27“,/:1:“53:”)
T1 T1

72 d N . . :
= —% A dr (%:ﬁ“ia - 2(877[;36“33& + ’y,wa:“a:“)> dz” — my,ator” |72, (3.21)

ahol az utols6 egyenléséget parcidlis integralassal kaptuk. Mivel a vildgvonalat a
kezdo- és a végpontban nem varidljuk, az utolsé tag zérus. Az els6 tag eltlinését
kovetelve tetszoleges variacio esetén a

1 8 a vV . . 8 vV . .
T+ 5 (—;:j FhE — —81’; FOqH — —81‘: ac“xa> _0 (3.22)



mozgasegyenletet nyerjiik. Szorozzuk az egyenletet y“-vel és vezessiik be a

A . 1 Av a’h&a - 3%1/ . af)/au
{ Jite } — 97 (6:16” oz Oxk (3:23)

Christoffel-szimbélumokat. Ekkor a mozgdasegyenlet

it + { A }g's%a =0 (3.24)
Mo

alakra hozhatd, ami egy geodetikus egyenlete. A szabad részecske vilagvonala tehat
geodetikus.

Eddig nem tettiink megszoritdst a téridé metrikdjara nézve. A tovabbiakban
fel fogjuk tenni, hogy a téridé Minkowski metrikajd, v, = nu (+ — ——) szi-
gnaturdval, vis.

1 0 0 0
0 -1 0 0
00 -1 0 (3.25)
0 0 0 -1

Vegyiik észre, hogy a hatds invaridns a vildgvonal tetszéleges T — 7'(7) dtparaméterezésével
szemben, ahol csak a d7'/dT megszoritast tessziik:

- _ ds — — / d 1/__
S mc/ s mc T o dr
m(r2)  dr | dzH dmu 7!

B —mc/ﬂ(ﬁ) dr J dr dr (E)

7'2) dzt dx,,
= — =9 3.26
mc/Tll dr! dr' ( )

A hatas fenti alakja a kvantdlas szempontjabdl kényelmetlen. Kvantalni uis.
a palyaintegralok modszerével akarunk. Ismeretes azonban, hogy csak kvadratikus
kifejezések palyaintegraljait tudjuk konnyen kezelni. Ezt tartva szem elott, atirjuk
a hatdst kvadratikus alakba. Ehhez bevezetiink egy e(7) kiilsé teret, amely azon-
ban nem képvisel valédi dinamikai szabadsagi fokot, hanem a vildgvonalon értelme-
zett metrika szerepét jatssza. Mint latni fogjuk, e(7) algebrai egyenlet segitségével
kikiiszobolhet6 a mozgasegyenletekbdl. A hatdst most

1 o 9 1 dz*dz,
= —— _ 2
S 20/01 db (m 6(9)+e(0) 70 d0> (3.27)



alakban vessziik fel, ahol 6 a vildgvonal tetszoleges paramétere. Megmutatjuk, hogy
ez a hatds m # 0 nyugalmi tomegii részecske esetén ekvivalens az (3.16) hatdssal.
Varialjuk a hatést fiiggetleniil e(6) és z#(f) szerint. Ekkor az

1., voav,
m?* — 6—23:“3:“ =0, — T 2t= 0 (3.28)

egyenleteket kapjuk.
Ha m # 0, akkor

s
2 =11 (3.29)

m2

Ezt behelyettesitve a hatdsba, visszakapjuk az eredeti (3.16) kifejezést. Kiiszoboljiik
ki e(f)-t a mozgasegyenletekbdl:

=0. (3.30)

i”(éz——? ?“) = 0. (3.31)
Az egyenlet megoldasa:
¥ =0— 20+ a”, (3.32)

ahol n®, o =4ll. négyesvektorok.

Vegyiik észre, hogy az ivelem négyzete, ami egy Lorentz-invaridns mennyiség,
az alabbi alakra hozhaté:

ds® = n*n,.do* = m*e*(0)db>. (3.33)

Ebbél rogton adddik, hogy a vildgvonal atparaméterezése az e(f) fiiggvény megval-
toztatdsat is kell jelentse. Valasszuk 6-t a 7 sajatidonek. Ekkor

ds® = dr® — n"n, = ¢, (3.34)
ligyhogy
eX (1) = m™*nfn, = m~2c (3.35)

adodik. A vilagvonal paraméterének megvalasztdsa tehat egytttal az e metrika
rogzitését is jelenti., avagy forditva az e fiiggvény tetszoleges megvalasztasa rogziti
a @ paramétert. A nem dinamikai valtozé szerepét jatszo, tetszolegesen valaszthato



e(f) fiiggvény szerepeltetése a hatdsban azt az din. mértékszabadsdgot fejezi ki,
hogy a 6 paramétert tetszOlegesen valaszthatjuk. A hatds invaridns a vilagvonal
atparaméterezésével szemben.

Ha m = 0 tomegt részecske mozgasat akarjuk vizsgalni, akkor erre csak a hatas
(3.27) alakja alkalmas, az (3.16) alak nem. Ez esetben a mozgasegyenletek az alabbi
alakot oltik:

s . 1.,d
'z, =0, = ?E“@ Ine2(6). (3.36)

Az els6 egyenlet azt fejezi ki, hogy a négyessebesség fényszerli. A masodik egyenletbdl
a négyessebesség valamennyi Gsszetevojére

dieln(j:“)2 = %ln e*(0), (3.37)
azaz
(2")? = kWe?(6) (3.38)
adédik, ahol k) =4ll. tetszéleges. Masrészt
0 = i*i, = () — (kW)* — (k?)* — (kD)% (6) (3.39)

miatt mondhatjuk, hogy k® &llandé fényszerti négyesvektor. A részecske vilagvo-
nala tehdt egyenes a fénykipon. &

4 A huar klasszikus mechanikaja és a legkisebb
hatas elve

A pontrészecskére vonatkozo hatdselv a vildgvonal Lorentz-invarians ivhosszanak
szélsoértékét koveteli. Ennek dltalanositasa a klasszikus hirra vonatkozé hataselv,
amely a hir altal besoport feliilet Lorentz-invarians teriiletének széls6értékét koveteli
meg.

A hir mozgésa sordn a d-dimenzids téridében egy két-dimenzids idészeri
feliiletet sopor be. A feliileten értelmezheté két linedrisan fiiggetlen érintdévektor
mez6, amelyek koziil az egyik iddszerii vagy fényszerli, a mésik pedig térszer.
A téridében mozgd hir egy X4 = X4(z%) (A = 0,1,...,d — 1) két-dimenziés
vildglepeddt definidl, amelyen két paraméter, z* (a = 0,1), egy iddszerti, 1% = 7,
és egy térszerll, ' = o hasznalhaté koordinataként.

A tovébbiakban a bedgyaz6 tér metrikdjit (+— — ... —) szignaturdji Minkow-
ski-metrikdnak tekintjiik. A paramétereket tigy valasztjuk, hogy 0, X* idészerii vagy
fényszerti,

nap0, X410, X8 >0 (4.40)



és 0, X4 térszert,
1480, X0, X7 <0 (4.41)
legyen.
Az X4 bedgyazés a vildglepedén egy
9op = NapOa X0 X" (4.42)
metrikdt indukdl. Ennek segitségével a hur altal beséport invaridns feliilet
A[XA(z9)] = / L (4.43)
ahol
g = det(gap)- (4.44)
A minusz eléjelre azért van sziikség, mert gos szignaturdja (+—) és igy g < 0.

A hatést a besoport feliilettel ardnyosnak valasztjuk:

SIXA@o)] = — IR /OW(%)da\/—_g. (4.45)

2ma!

Nyilt hur esetén a hir végeihez a 0 = 0,7 értékeket rendeljiik. Zart hur esetén a
o € [0, 2r] vélasztassal éliink és természetesen kikotjiik, hogy

XA(r,0 =0) = X*(r,0 = 27) (4.46)
legyen.

A k = (2ma/)7! tényezdt szokds hurfesziiltségnek nevezni. Hadronikus hirok
esetén o''/? ~ 1 GeV, mig az alapveté kolesonhatdsok egyesitésére irdnyuld hirel-
méletben /1?2 ~ 10* GeV, az tin. Planck-tomeg.

A mozgasegyenleteket a legkisebb hatdas elvébdl kapjuk. A hatas megvéltoza-
sat a vildglepedd olyan X4 (z%) — X4(2%) 4+ 6X4(2®) varidcidja esetén keressiik,
amelyre

XA | jomr = 6 X4 |go_r,= 0. (4.47)
Felhasznéljuk, hogy a metrika determinansanak variacidja
89 = 99°78gap- (4.48)
Igy

1
6v/—g = 5w/—ggo‘ﬂ(80[(5)(‘455)(,4 + aaXAaB5XA) (4.49)



és a hatds variacidja
T2 w(27) 1 op 4 A
58 = —n / dr / Ao 5V/=99"" (a6 X0 X + 0, X 036X 1)
T1 0
T2 7w (27) 1
— / dr / do5V/=99°7 0.0 X 05 X s
T1 0

= [ ar [ do [on (V300X 9.
— 9, (\/—_ggaﬂaﬁXB) 5XA] = 0. (4.50)

Az els6 tagot atirhatjuk a besoport feliilet 0A hatarara vonatkozo integralla:
Ioa = / dnP /=99 X A0 XA, (4.51)
DA

//////

folotti integraloknak. Mivel az 2° = 71, 75 hatdrokon a vildgleped6t nem varialjuk,
ezeken a hatarokon az Iy, integrdl eltiinik. Zart hur esetén a vildglepedonek nincs is
mas hatara, ugyhogy ekkor Iy4 = 0 trividlisan teljesiil. Nyilt hir esetén a vilaglepedo
tovabbi hatdrait a hir o = 0, 7 végpontjai altal befutott vilagvonaldarabok jelentik.
A hatarokon vett

Toq = / /=90, X 46X |7=1 (4.52)

1

integral csak akkor tiinik el tetszéleges 6. X4 varidcié esetén, ha
aJXA |0':O: aJXA |o:7r: 0. (453)
Ezek a nyilt hirra vonatkozé hatarfeltételek.

A vildglepedé f6lotti integral eltiinésébdl kapjuk a mozgdsegyenleteket:

0a(v/=99" 95X ") = 0. (4.54)

5 A hatas kvadratikus alakja

A hatédst dgy irhatjuk at a kvantdlds céljara alkalmas kvadratikus alakba, hogy
bevezetjiik a vildglepeddn értelmezett v*# metrikat, mint valtozot:

1
S[XAa’Yaﬂ] = - /dQ.T\/ —’y’y“ﬁaaXAaﬂXA

Ao

i / PR + A / &/, (5.55)




A teljesség kedvéért a hatast kiegészitettiik az altalanos relativitdselmélet mintdjara
a vilaglepedd ” gravitacios” terét leiré gorbiileti taggal és egy kozmoldgiai taggal. A
vilagleped6 azonban két-dimenzids, ezért a gorbiileti tagban R+/—7 teljes divergen-
cia. Masképpen, ha csak anyagmentes ” gravitaciés” mezo lenne jelen a vilaglepedon,
akkor a gorbiileti tag szolgaltatna a szabad “gravitaciéstér Einstein-egyenleteit egy
két-dimenzids vildgban:

R — %70‘5]% =0. (5.56)
Két-dimenziés vildgban ez az egyenlet trivialitds, mert a baloldal azonosan eltiinik.
A gorbiileti tenzornak és a Ricci- tenzornak uis. csak egy fiiggetlen komponense van
két dimenziéban. Az R invaridns gorbiilet a Ricci-tenzort jellemz6 adat, s nincs mas
téle fiiggetlen ilyen adat. Ugyanakkor R®’ mdsodrendii tenzor. Az egyetlen olyan
masodrendii tenzor, amely mindezen feltételeket kielégiti,

R% = const.Ry*? (5.57)
alaku. Képezziik beldle az invarians gorbiiletet:
R = v,3R* = const.2 R, (5.58)
ahonnan const. = % adddik, igyhogy a Ricci-tenzor két-dimenziés térben:

1
—~%FR. (5.59)

R =
2

Ez azt jelenti, hogy két-dimenzids vilagban az Einstein-egyenletek trividlisan tel-
jesiilnek, vagyis két-dimenziés vildgban nincsen graviticids tér. (Ne felejtsiik el, hogy
ez a megallapitdasunk csak a klasszikus, azaz nem kvantalt gravitdcios térre vonat-
kozik.) Ez méasképpen abban jut kifejez6désre, hogy két-dimenzids tér metrikdja
mindig megkaphaté a n®# Minkowski-metrikabdl nytjtéssal, azaz

N — 48 = <I>2(x)naﬂ (5.60)

un. Weyl-transzforméciéval, ahol ®(z) tetszbleges fiiggvény. Az elmondottak miatt
a hatdsbdl elhagyhatjuk a gorbiileti tagot.

Most még megmutatjuk, hogy a kozmoldgiai tag egyiitthatéja zérus. A hatast
a 7% metrika szerint varidlva a

08 1 A
(S')/aﬂ = 5\/ —’}/Ta5 - 5 V=" YaB = 0 (561)

egyenletet nyerjiik,ahol

1 1
orer —5%,375635XA36XA + 0a X"0pX 4| - (5.62)

Top = —



Ko6nnyen beldthatjuk azonban, hogy
Ty = 0. (5.63)

Kontrahdljuk az (5.61) egyenlet mindkét oldaldt a metrikus tenzorral:

1
VTS = X2) =0, (5.64)

ahonnan az (5.63) egyenlet felhasznalasaval A = 0 adédik, amit bizonyitani akartunk.
A hatdsbdl tehdt a kozmoldgiai tagot is elhagyhatjuk az altaldnossag csorbitdsa
nélkiil.

A fentiek értelmében a hatds legaltaldnosabb alakja tehat:

1

SIX?, Vo) = —
[ ’rY ﬂ] 471-0{/

/d2x\/—77a’38aXA85XA. (5.65)
A metrikat a
Ta,B =0 (566)

alakba irhaté (5.61) egyenletek hatdrozzdk meg. Ezek a metrikdra nézve nem diffe-
rencidl-egyenletek, ami mutatja, hogy a metrika nem dinamikai viltozé. Az (5.66)
egyenletek két fiiggetlen egyenletet jelentenek, mert 7,5 = T, és TS = 0. Az (5.66)
egyenletek megoldasa

Yop = B(2)0, X205 X 4 (5.67)
alaku, ahol B(z) tetsz6leges fiiggvény. Mivel a hatds invaridns a
Yap = PX(T)Vap, XA — X4 (5.68)

Weyl-transzformacidkkal szemben, azért B(z) az dltalanossag csorbitdsa nélkiil B(x) =
1 alland6onak valaszthatd. A hatas Weyl-invarians, mert

V=7 = @%@y = \[—yyF (5.69)

invaridns. A B(x) = 1 valasztés esetén a vildglepedd metrikdja megegyezik a bedgyazas
altal indukalt g,s metrikdval. A Weyl-szimmetria azt jelenti, hogy az indukalt me-
trikdbél Weyl-transzformaciéval kapott valamennyi metrika, vis. az (5.66) egyen-
letek Gsszes megolddsa, fizikailag egyenértékli a g.p indukdlt metrikdval. A Weyl-
transzformacié a vilagfeliilet olyan lokalis nytujtasanak vagy zsugoritasanak felel meg,
amikor az érintGvektorok szogei és a szomszédos pontok invaridns tavolsagainak
aranya nem valtozik. A feliilet geometridjanak ilyen valtoztatasa kdzben azonban
megtartjuk az eredeti koordindtarendszert. Ugy képzelhetjiik el a dolgot, hogy a



bedgyazé térben egy két-dimenzids vazat készitiink két egymdsra ortogondlis goérbe-
seregbdl és erre a vazra rafektetiink egy rugalmas hartydt. 4z utébbit aztdn helyrol
helyre masképpen nytujtunk ill. zsugoritunk.

Ha a bedgyazds altal indukélt metrikat behelyettesitjiik a hatds (5.55) kvad-
ratikus alakjaba, akkor visszakapjuk a hatds eredeti (az el6z6 el6addson targyalt)
Nambu-Hara-Goto-féle alakjat:

1
/d2x\/—ggaﬂgaﬂ = — /de\/—g. (5.70)

dra!
A hatds (5.55) kvadratikus alakja tehdt ekvivalens az eredeti Nambu-Hara-Goto-féle
alakkal.

1

2mod

S=-—

Varialjuk az (5.55) hatést az X“(z) terek szerint:

0SS = — ! /de\/—fy'ya’B(S(aaXAagXA)

dma!
1
=~ [ Py (0.6X 19X 4

2ma!
_ 1 2 — af A
= - / 02 [0a(/ 77 95 X 40X )

- 5XA3a(\/—_W°‘ﬁ3ﬂXA)]
~ 0. (5.71)

Az els6 integral atirhaté a vilaglepedo hataran vett integralla:

1
2mo!

/6 | doay/=77 03X 40X, (5.72)

------

00 (V/=77*P03X 4) = 0 (5.73)
mozgasegyenletekre és nyilt hir esetén a
oV =170 X 4 |z1=02= 0 (5.74)

hatarfeltételi egyenletekre vezet, ahol n, a besoport vildgfeliilet hatardnak a vilagle-
pedohoz képest érintoleges, kifelé mutaté normalisa. Zart hir esetén a hir zartsagat
jelento

XA pio= XA [pios (5.75)

hatarfeltételek érvényesek. A mozgas- és hatarfeltételi egyenleteket a metrikat defi-
nidl6 (5.66) kényszerfeltételek mellett kell megoldani.

x



6 A hatas szimmetriatulajdonsagai

A hurt leiré6 X4 (z®) mennyiségek tekintheték gy mint az 2 = (7, o) koordin4tak
két-dimenzids terének a d-dimenziés Minkowski-térbe vald leképezései. X4 egyrészt
a d-dimenziés Minkowski-tér Lorentz-vektora, masrészt pedig az x® koordinatak
két-dimenzids terén értelmezett d darab skalartér. Ha az utobbi allaspontra helyez-
kediink, akkor a hirok klasszikus mechanikaja olyan térelmélet, amelyben d darab,
két-dimenzids ”téridoben” értelmezett skalartér szerepel.

6.1 Mértékszimmetria

A hatds invaridns a vilaglepedo6 koordinatainak
% — 1% + 66%(x) (6.76)
atparaméterezésével szemben, ahol
6% (z) loa= 0, (6.77)
ha azt a térmennyiségek és a metrika

XA = §£40,X4, (6.78)
0y = 6€°0 — 7P 0566% — 055", (6.79)

transzformacidja kiséri. A metrika megvaltozasa az ivelemnégyzet allanddsdgabdl
adodik. A hatds megvaltozasa ekkor:

05 =~ [ & [V 0X 95X s + VIO 0 X 95X
+V=rP0(0a X405 X 1) - (6.80)

A metrika determindnsanak négyzetgytke az aldbbiak szerint valtozik meg:

1
Y

- _%(m&“&w“ﬂ — 0a050¢" — 330,0¢”)

1
= =5 (70057 — 20,5¢°)

8% Ban/ = + v/ —70a0E°
D/ =70E%). (6.81)



A hatés megvéltozasa tehat:

§S = —g / 0[5/ =770, X405 X 4
/(0577708 — 2970 0566) 00 X105 X 4
+ 2/ =777 00 (06" 05X )95 X 4) |
- —g / d*x [05(v/=70E°) Y 0 XA0s X 4 + /=057 06 00 X 105 X 4

+2\/ —’)/’Yaﬁdf(sa(saaXAagXA
+ 2/~ 0008 05 X A 0p X 2 — 2/ =977 0506°00 X 405X 4] . (6.82)
Itt az utolsé két tag Gsszege zérus, ugyhogy a hatds megvdltozdsa:
05 = =% [ da05(v=756""0, X095 X)
= -2 /8 o3/ =06 0 X 10X s
= 0, (6.83)

uis. a vilaglepeddé hatdrain a paraméterek nem valtoznak. FEzzel belattuk, hogy a
hatds invaridns a viladgleped6 dtparaméterezésével szemben.

6.2 Poincaré-szimmetria

Ha azt a nézépontot fogadjuk el, hogy a hir Lagrange- stiriisége d darab, az x* két-
dimenziés vildgban értelmezett X4(x®) skaldrteret ir le, akkor az atparaméterezési
szimmetridk a két-dimenzids vildg szimmetridi. Ugyanakkor a hdr a d-dimenzids
téridében mozog. Ennek Poincaré-szimmetridi az elmélet belsé szimmetridi. Ezek a
szimmetridk globalis transzformdcidk:

X4 = o + A pXP, (6.84)
(5’}/&5 = 0. (685)

Noether tétele értelmében a tetszdleges

% — % + 0x°, oz = Zf&)éwn, (6.86)
XA XA+ 6X4, 65X =30 bwn, (6.87)

n darab infinitezimalis dw, paramétert tartalmazé szimmetriatranszforméaciéhoz n
darab megmaradé dram tartozik, melyek stirtisége

. Yo . .
Jm(@) = —W(‘I’&) — 0. XAEL)) + L(z)EL,). (6.88)



A megfelel6 kontinuitasi egyenletek az alabbiak:

Dajisy(z) = 0. (6.89)

Alkalmazzuk a Noether-tételt elszor a téridd infinitezimdlis eltoldsaira. Ehhez
a kovetkezo megfeleltetéseket kell tenni:

Sw, «— at

& —— 0
oz, +—— 0

UGy «— 0p
§X4 —— a? (6.90)

A megmaradé dram az energia-impulzus siirtisége:

o oL _p oL g oL
i = g Y = T, x50 = T ag,x
= K705 X4 = k\/—99*P 05X 4. (6.91)

A téregyenletek megolddsat jelenté v*? = g¢*f helyettesitéssel kaptuk az utolsé
egyenléséget. A téridobeli eltolassal szemben mutatott invariancia kovetkeztében
megmarado toltések az energia-impulzus d-vektor komponensei:

m (2m) 0
Qa= / doj, = const. (6.92)
0

Alkalmazzuk most a Noether-tételt a téridébeli ”forgatasokra”. A sziikséges
megfeleltetések:

Swn —— A%,
§my —— 0,
ox® +— 0,
oy = 0ipXp,

X4 —— ALXE. (6.93)
A megmarad6 aram siirtisége:
- oL
Japl@) = _W((S[CAXB])
oL
= Tag.xXAE

KA/ —ggaﬁagX[A XB]
k/—99°? (Xp0s X4 — X405 XB). (6.94)



Ez az impulzusmomentum strisége. A térido izotrépidja kovetkeztében megmarado
toltések az impulzusmomentum-tenzor komponensei:

w (27) 0
Qap = / doj% 5 = const. (6.95)
0

A két térszerli indexet hordozé komponensek idébeli dllandésdga a hur impulzus-
momentumdnak megmaraddsdt, az egy térszeri és egy iddszeri indexet hordozé
komponensek allandésaga a hir tomegkozéppontjanak egyenesvonali egyenletes mo-
zgasat fejezi ki.

A fentiek fényében a nyilt hirra kapott hatarfeltételek
Jina lz1=0.=0 (6.96)

alakba irhaték. A hatarfeltételek igy azt fejezik ki, hogy a nyilt hir végein nincsen
energia- és impulzuskidramlas.

6.3 Konform (Weyl-)szimmetria

A konform szimmetria azt jelenti, hogy a hatas invarians a két-dimenzids vilaglepe-
dé konform leképezéseivel szemben. A konform leképezések invaridnsan hagyjidk az
érintGvektorok egymadssal bezart szogeit és (legaldbb infinitezimdlisan) két pontnak
valamely harmadik ponttél mért tavolsagai aranyat. Ez azt jelenti, hogy infinite-
zimalis hdromszog konform képe az eredetihez hasonlé haromszog.

A konform transzformacidk

(@) = 5, (@) = A% (2)yau(2) (6.97)

alakuak. Ezek a transzformadciok tetszoleges, az x pontban felvett érintésikban fekvo
vektorok szogét (a szog koszinuszat),

Y w0 _ Vi @D (6.98)
O 0} BT~ (o) P2 ) |
és az irdnyukban felvett infinitezimalis ivhosszelemek arédnyait,
' datda” ydatda”
Tu = Jwda 04 (6.99)

Y\ A dbr Ay ,db dbe
valtozatlanul hagyjak.
Ha egy térmennyiség

é(z) — AP(z)p(z) (6.100)



modon transzformalédik konform transzformaécié sordn, akkor azt mondjuk, hogy D
a ¢(x) térmennyiség konform dimenzidja.

A hurelméletben a hatés invaridns a
Yas(2) = Vap(@) = A*(2)7ap(2),
XA(z) — X4(z) (6.101)

transzformacidkkal szemben, ahol A(z) tetsz6leges fiiggvény. A hirt meghatdrozé
XA4(z) terek D = 0 konform dimenziéjiak.

Mivel az elmélet konform invaridns és a vildgleped6 atparaméterezéseivel szem-
ben is invaridns, azért megtehetjiik, hogy olyan koordindtarendszert valasztunk,
amelyben az Gsszefiiggések leegyszertisodnek.

Mint az differencidlgeometriabol ismeretes, két-dimenziés térben mindig 1étezik
olyen koordindtarendszer, amelyben a 7** metrika éppen ardnyos a két-dimenziés
Minkowski-metrikaval:

Yap = O (T)Nap- (6.102)

Ezt a feltételt, amely a koordindtarendszer valasztdsara nézve jelent megszoritast,
mértékrogzito feltételnek nevezziik. Azt mondjuk, hogy konform mértéket valasz-
tunk. Ha konform mértékben vagyunk, akkor a mértékfeltétel determindnsat képezve

®%(x) =/~ (6.103)

adodik. A mérték ilyen rogzitése még nem teszi egyértelmiivé a koordindtarendszer
megvalasztasat. Ha talaltunk egy koordinatarendszert, amelyben a fenti mérték-
feltétel teljesiil, akkor a koordindtdk minden olyan megvaltoztatdsa megengedett,
amelynek sordn a metrika megvaltozasa ardnyos a Minkowski-metrikdval, azaz

67°P = 6£°05;0° 1P — ®% (%P 0506 + n*°056€P) o P (6.104)
A megengedett infinitezimélis koordinatatranszformacioknak tehat az
0p0E* + 0,067 = O™ (6.105)

egyenleteket kell kielégiteniiik. A C allandé értékét n®A-val valé kontrakeié titjan
kapjuk:

C = %(65555), (6.106)

ahol d a tér dimenzidja, amelynek metrikdja n®? (esetiinkben d = 2). A megengedett
konform koordindta-transzforméacidkat tehat az

2
050" + 0ad” = =(050€" )0 (6.107)



egyenlet megolddsaiként nyerjiik. Ha d > 2, akkor az egyediili nem trividlis me-
goldasok:

0 = a® térido-eltolas

66 = aPzs (a® = —d?) Lorentz-transzformacié

0% = \z° nytjtas (dilatacio)

66 = a®(zpa”) — 21%(apa”) specidlis konform transzformacié (6.108)

Itt a®, a®®, ) infinitezimélis 4llanddk.

Ha d = 2, akkor a megengedett transzforméciék kore sokkal bovebb mint a
d > 2 esetben. Ekkor uis. az aldbbi egyenleteket kapjuk, ha a (6.107) egyenletet
komponensenként kiirjuk:

000E° = 0,661, (6.109)
010€° = 0y6¢. (6.110)

Ez azt jelenti, hogy az 2'®(2”) 1j koordinatdk mint a régi koordinitak fiiggvényei
szabad hulldmegyenletet elégitenek ki:

010066° = 92661 = 926¢, (6.111)
010,08 = 0766° = §50¢°. (6.112)

Osszefoglalva, a konform mértéken beliil megengedett koordinatatranszformaciék a
két-dimenzids

(95 — 07)a"(z) = 0 (6.113)

hulldmegyenletet elégitik ki.

Mivel a hurok vilaglepeddje két-dimenzids, minket pontosan a két-dimenzids
eset, érdekel.

Vezessiik be a két-dimenziés o0& = 7 + o fénykip-koordinatakat és a 66+ =
6&°% £ 0¢! fiiggvényeket. Ekkor 0, = d; + 0_ és 9, = 0, — O_, tgyhogy a (6.107)
egyenlet fénykiup-komponensekben

Oy +0_)06T = (0y —0_)06T —  O_6T =0, (6.114)
Oy +0.)06 = —(0y —0.)5¢ — 0,06 =0 (6.115)

alakot 6lt. Innen 1atjuk, hogy 06T csak ot-tdl, 6~ csak o~-tdl fiigg.

X



7 A mozgasegyenletek megoldasa konform
mértékben

Induljunk ki a hatds Nambu-Hara-Goto-féle alakjabél. Konform mérték valasztasa
azt jelenti, hogy olyan koordinatarendszert valasztunk, amelyben a vilaglepedot leird
XA(z) skalarterek kielégitik a

9op = 0a X0 X4 = \/—gNap (7.116)
kényszerfeltételi egyenleteket. Vezessiik be az

2=, z! = o,

Oy =0, =" O =0,=" (7.117)

jeloléseket. A kényszerfeltételek ekkor az alabbi alakot oltik:

g =g10=0 — X,X" =0, (7.118)
1
Y Gaa=0 — XaX*+X,X"=0. (7.119)
a=0

Ezeket a kényszereket természetesen kozvetleniil is megkaphatjuk a T, = 0
feltételekbdl a vap = \/—7Nap helyettesitéssel:

1
0= Tag = —&[—577&,365XA86XA =+ aaXAagXA], (7.120)

ahonnan
0="To = —gaaXAaaXA _—
0= T01 = T10 = —/<;80XA81XA. (7121)

Derivélds révén kozvetleniil meggyézddhetiink arrdl is, hogy az energia-impulzus
tenzorra kontinuitdsi egyenlet érvényes:

9°T,s = 0. (7.122)

Konform mértékben a hatas
T2 w(27)
S = —m/ dT/ doD, (7.123)
1 0

ahol

1/2

D = [(XaX")? — (X, X4)(XXP)] (7.124)



alaku.

A hatas varidlasaval nyert mozgasegyenletek az energia-impulzusaram konti-
nuitasat kifejezo

0,P*+0,0*=0 (7.125)

alakba irhaték, ha bevezetjiik a

pr _ 08 XAXEX'y) - XAXEXY (7.126)
C0Xs D ’ '
6S XA(XBX'p) — X" XBXp
A _ __ 12
Q X' K D (7.127)

jeloléseket. A kényszereket felhasznalva, a mozgasegyenletek két-dimenziés szabad
hullamegyenletek alakjat oltik:

XA - X" =0. (7.128)

A mozgésegyenletek dltalanos megoldasa balra és jobbra futé hullimok Gsszege:
1

XA(r,0) = 5 (YA +0)+ 24— 0)). (7.129)

A kényszerfeltételek az Y4 (u) és ZA(v) (u = 7+ 0,v = 7 — 0) fiiggvényekre nézve
megszoritasokat jelentenek:

Ao d_,d d _,d
XX =0 — @YA%YA = %ZA%ZA (7.130)
d_,d d _,d

XAX, 4+ XX =0 — @YA%YA + %ZA%ZA =0. (7.131)

Ezekb6l kovetkezik (o = 0 helyettesitéssel), hogy
YAV, = Z4Z4 = 0. (7.132)
A megoldasnak még a hatarfeltételi egyenleteket is ki kell elégitenie:
Y1)+ Z4(7) = YA(r + 27) + Z4(1 — 27) zéart hur; (7.133)
YA(r) = ZA(r), YAr+n)=Z%%—nx)  nyilt har. (7.134)
Vizsgéljuk kiilén a nyilt és a zart hur esetét.
A. Nyilt hir esetén a hatarfeltételekbol

ZA(T) = YA(1) + a?, (7.135)



ahol ¢* allandé vektor, tovabba
ZAr—m) =Y —7) =YA(r 4+ ), (7.136)
ligyhogy
YA(r 4 21) = YA(1) + b, (7.137)

ahol b” is egy 4lland6 vektor. A b vektornak kozvetlen fizikai jelentése van, a hir
energia-impulzus vektordval ardnyos:

Q* = /” o0 = n/ﬂ do9, X4
0 0

/Oﬂ da% (%YA + %ZA> - g/(:r do (0,4 (u) — 8,2°(v))

I
=

= g [YA(T+7T) —Y*(7) —ZA(T—W)“‘ZA(T)]
= g [YA(7'+7T) —YA1r) = YA(r = 7)) —a? + YA(7) —l—aA]
- g [YA(r+7) —YA(r — )] = gbA, (7.138)

aZaZ
bt =2Q" /. (7.139)

Az o” 4lland6 vektort tetszolegesen vélaszthatjuk. Célszerii azonban az a?* = 0
véalasztas, mert ekkor Y4(7) a hiir o = 0 végpontjanak vildgvonaldval azonos:

XA(r,0) = % [YA(T +0)+ YA - 0)] ) (7.140)

ahonnan

X4(1,0) = YA(7). (7.141)

Megjegyezziik még, hogy a nyilt hir ¢ = 0 végpontja és tetszbleges o koor-
dinataju pontja kézotti darabjanak energia-impulzus vektora

g
4(r,0) = g / do" (0, YA — 8, Z4)
0
K
= 3 YA (r+0)—YA(r-0)|. (7.142)
Nyilt hir mozgésat tehdt teljesen meghatdrozza egy 7 pillanatban a hur ¢ = 0
végpontja vildgvonaldnak [r — m,7 + 7| intervallumhoz tartozé darabja. A hir
kezddpontjanak vilagvonalat direktrixnek nevezziik. A fentiek értelmében a direk-
trix olyan periddikus gorbe, amelynek érintOvektora fényszerii és periodusat a hir
Q4 energia-impulzusvektora hatirozza meg.



A nyilt hir 0 = 7 végpontjdnak y“(7) vildgvonaldt szokds antidirektrixnek
nevezni. Ez ugyancsak 27 periodusu gorbe, hiszen

A
+ &

- (7.143)

vy (1) = %[YA(T + 1)+ YA(r —7)] =Y —7)

Az antidirektrix természetesen ugyancsak teljesen meghatarozza a hur allapotat.

Sokszor célszerii a hirt gy megadni, hogy a direktrix [T — o, 7 + o] darabjat
és az antidirektrix [7 — (7 — 0),7 + (7 — 0)] darabjat adjuk meg. Mig az el6bbi a
hir [0, o], az ut6ébbi a hir [0, 7] darabjat hatdrozza meg.

B. A zart hirra vonatkozé (7.133) hatarfeltételi egyenletek két periodikus
gorbével kielégithetdk, amelyek a kovetkezd tulajdonsdguak:

YA(T +21) =YA(1) +a”,  ZAr +2n) = Z4(7) + b, (7.144)

ahol b* = a” 4llandé vektorok. A mozgédsegyenletek dltaldnos megolddsiban ez a
két vilagvonal szerepel az dltalanos (7.129) képletnek megfeleléen. Az a* llandé a
zart hdr energia-impulzus vektoraval ardnyos:

2T .
QY = k[ doX*
0

-3 /Ozw do[0,Y (1 +0) = 8,2*(r — 0)]

_ g[YA(T +2r) — YA(r) — ZA(r — 21) + ZA(7)]

= g(aA +a®) = ka?, (7.145)

azaz

at = Q*/k. (7.146)

A (7.132) kényszerfeltételekbdl kovetkezéen az YA(7) és Z4(7) vildgvonalak
fényszertiek. Ezek a vildgvonalak azonban altaldban nem esnek egybe a hir semelyik
pontjanak vildgvonaldval sem.

A fentiekbol lathatéan a zart hir abban kiilénbozik 1ényegesen a nyilt hirtol,
hogy a huron ”balra” és ”jobbra” futé hulldimok a zart hiron fiiggetlenek egymastol.
A nyilt hiron ezek nem lehetnek fiiggetlenek, mert a hir végein a hatarfeltétel kapc-
solatot teremt kozottiik. A végeken torténd visszaverédéskor ”balra” futé hullambol
”jobbra” futo lesz és viszont, és a visszaverodésnek gy kell térténnie, hogy a végeken
ne aramoljon ki energia és impulzus.



8 Nyilt hir mozgasanak nem kovarians leirasa

8.1 Az n-mérték

Lattuk, hogy konform mérték haszndlata esetén a kényszerek ortonormaltsagi feltételek
alakjat oltik, és ezaltal az egyenletek altalaban leegyszeriisédnek. Az tin. n-mérték a
koordinatak olyan specidlis valasztasat jelenti, amellyel az ortonormaltsagi reldciok
kielégiilnek.

Valamely z = (7,0) konform koordinatakrdl térjink 4t 4j Z = (7,6) koor-
dindtdkra a

T = CflnAXAa
= 02/ do'n X (1, 0") (8.147)
0

definiciéval, ahol n“ 4llandé iddszerti vagy fényszerti vektor.

Ez a konform mértéken beliil egy megengedett transzformaécid, hiszen a hur
mozgasegyenletébol kovetkezden:

O,7 = Dx(nAXA):Oa
0,06 = CQ(nAXA—/ do'n 03X )
0
= Oy X!, — / do' A X") = 0. (8.148)
0

Az allandékat megkapjuk egyrészt abbdl a feltételbél, hogy 6(7,0) = 0 és 6(7,70) =
wo;

L) .
T = 02/ do'n* X4 = Con*Qu/r, (8.149)
0

valamint abbdl, hogy a hiir energia-impulzusvektoranak n* irdny vetiilete fiiggetlen
a koordinatavalasztastol;

) - wo .
don*kX A(7,6) = | don*kXa(1,0) = Q.. (8.150)
0 0

Ezekbdl a feltételekbol

A
Ci=Cy=1T% _¢ (8.151)

KTo

adodik.



Most megmutatjuk a nyilt hir példdjéan, hogy a fenti médon definidlt (7,&)
koordinatarendszerben kielégiilnek az ortonormaltsagi feltételek. Az 1j koordinatak-
ban

nAPA = kd:(Xn4) = k/C = 4l (8.152)
ezért a mozgdasegyenletekbdl
95(naQ*) = 0. (8.153)

Nyilt hir esetén viszont Q4 = 0 a végeken, tigyhogy n Q4 = 0 a végeken és igy
mindeniitt. Haszndljuk most fel P4 és Q# definiciéjat, valamint azt, hogy n4 X', = 0:

~ A A B _ ~ - B _
0=n49% = k(naX )X Xy)/D — X Xp=0, (8.154)
és
- LA L ~ -
naP' = k/C=—rmaX )(XPX})/D (8.155)
aAZaZ
L2 . ~
K—X X? = —kX"
2 ~
- X +X"”%=0. (8.156)

Az n-mérték két specialis esetét fogjuk hasznalni:

o 1 =(1,0,...,0) = FocX° (id6mérték),

e " =(1,0,...,-1)/v/2 = 7oc X" (fénykip-mérték).

8.2 Az idomérték

A hadronikus hirok targyaldsdhoz megismerkediink a hirmegoldasok nem kovarians
leirasaval konform mértékben, a

7= X%r,0) =t 6=Co (8.157)

(C =const. ) feltételek segitségével rogzitett koordindtarendszerben. A koordinatarendszer
ilyen valasztdsa nem mond ellent a konform mértéket rogzito feltételeknek, mert az

ij (7, 6) koordindtdk a régi (7, o) koordindtdknak a két-dimenziés hulldimegyenletet
kielégito fiiggvényei:

o= X0 x =y, (8-158)
&—5"=0. (8.159)



A fenti koordinatarendszerben az alabbiakat mondhatjuk:
(i) A direktrix idGszerii komponense azonos a t id6vel:

Yor) = X%1,0) =7 =t (8.160)
(ii) A hir [0, 5] darabjdnak energidja:

°(t,5) = g YOt +6) - V°(t - &)

= Slt+a—(t-5)
= ko = kCo. (8.161)

A hir tetszéleges P pontjahoz tartozé ¢ paraméter értéke ugy van valasztva, hogy
aranyos legyen a hur kezdépontja és P pontja kozotti darabjdnak az energidjaval.
Mivel a hiir energidja e = kCm, a C édllandé értéke C' = €/(km). Egyuttal 1atjuk,
hogy a & paraméter a [0, /x| intervallumon veszi fel értékeit.

(iii) A direktrix térszerti komponensei, Y(¢), a hir & = 0 kezdSpontjdnak
palyajat irjak le. A hur végpontja ezen a palyan fénysebességgel mozog:

VAV, =0 — 1-[V]2=0. (8.162)

Ezekszerint Y (t) a palyagdrbe egységnyi hossziisagu érintévektora és ¢ a palyagdrbe
ivhosszparamétere.

A végpont palydja periddikus. A direktrix egy peridédusit a tetszéleges [t —
€/k,t + €/k] idéintervallumhoz tartozé szakaszai jelentik. Mivel ¢ egyuttal ivhossz-
paraméter is, a palyagérbe egy periédusnyi darabjanak hossza 2¢/k. A periédusok
egymashoz képest 2P /k vektorral vannak eltolva,

Y (t +2¢/k) = Y (t) + 2P/, (8.163)

ahol P a hiir impulzusa.

(iv) A direktrix ismeretében a hir és [0, 5] darabjainak impulzusa az Y (t + )
és Y(t—6) (6 € [0,2¢/k]) vektorok Gsszeaddsa és kivondsa révén szerkeszthet meg:

X(t,5) = %[}7(1&—1—6) +Y(t-5)], (8.164)

s = g[Y(tJr&)—?(t—&)]. (8.165)



Az &bra a hur P pontjanak és OP szakasza ﬁ(O”P) impulzusanak szerkesztését
mutatja.

(v) A mértékfeltételekbdl kiolvashatjuk, hogy a hiir valamely pontjdban vagy

X' =0, vagy pedig X' # 0 és a hir 7 = X" sebessége merdleges a hirra:
XAX, = X0x - X'X" = —X'X" = —5X' = 0. (8.166)
A hurnak lehetnek tehat olyan pontjai, amelyekben X' = 0, azaz amelyekbe egy
véges ¢ intervallum van leképezve. Az ilyen csomépontok véges €, energiat hordoz-

nak, amelynek nagysaga aranyos annak az intervallumnak a A hosszaval, amely a
csomopontba van leképezve: €, = kAG.

(vi) A
0=X"X,+ XX, =1-%# - X" (8.167)
mértékfeltételekbdl a hur pontjainak sebességére az
X?=1-¢ (8.168)
Osszefiiggés adddik.

A csomoépontokban X' = 0, ugyhogy a csomoépontok fénysebességgel mozo-
gnak, 97 = 1. Ekkor viszont a csomdpont energidja és impulzusa kozott az e, =| p, |
Osszefiiggés all fenn. Amig a hir sima szakaszainak sebessége csak transzverzalis
lehet, addig a csomdpontok sebessége tetszoleges iranyu lehet.

(vii) A hir infinitezimadlis, sima szakaszdnak fizikai hosszat a

dl = [0;X'0; X" 05 = 1 — ) V2ds (8.169)

ivhosszelem adja meg.

(viii) Az fvhosszelem segitségével kiszdmolhatjuk a hiir sima darabjainak fizikai
jellemz6it. A vonalmenti energia-impulzussiirtiség j°4:

~ .0A
‘;OA _ -0A do-dg — J dﬁ

= J dl V1—v2

Kkdl KUdl
_ (\/1_02, \/1_1)2). (8.170)




Innen latjuk, hogy xd/¢ a hur d¢ hosszusagu sima darabkijanak a nyugalmi tomege.

Az energia-impulzusdram vonalmenti stirtisége j'4:

- dé kX'dl
A = Mg =0, —— | . 171
J I (0’ m) (8.171)

A hidr T mechanikai fesziiltsége az impulzusaramstriiséggel azonos. A hurfesziiltség
nagysaga k:
K

V1—12

(ix) Végiil megadjuk a sima hir mozgasat leiré hatdst a fenti specidlis para-
métervilasztas esetén. Mivel

| T |= | X' |= k. (8.172)

. . . 1/2
[(XAX70)7 + (XAKa) (X' x75)]
= [@X2+ 1 -#) X)) =1- 7, (8.173)
azt kapjuk, hogy
t €/K
S = —ru/ ’ dt/ dé(1 — ). (8.174)
t1 0

9 Nyilt hirok speciilis mozgasai
Most megismerkediink a nyilt hirok két egyszerii gerjesztési allapotaval.

(1) Joj6-mozgds. A hur legegyszeriibb longitudindlis rezgését az un. joj6-mozgas
valésitja meg.

A mozgast az dbra illusztralja. A vastag vonal a 6 = 0, a vékony a 6 = M/k



végpont vildgvonalat abrazolja. A két végpont kozott fesziilo hurt szaggatott vo-
nal jeloli; a rajta levd nyil a paraméterezésbdl adédé iranyitast jelzi. Az M nyu-
galmi tomegli hir a t = 0 pillanatban egyetlen pontba, az origéba huzddott Gssze.
Végpontjai innen py = M /2 kezdeti impulzussal szaladnak szét. Az el6z6 el6addsban
elmondott paralellogramma szerkesztéssel belathatjuk, hogy a mozgas els0 negyed-
periédusdban, t € [0,ty], a 6 = 0 végpont impulzusa linedrisan csokken zérusra:

1
Ezutén a t € [ty, 2to] negyedperiédusban a & = 0 végpont impulzusa linedrisan né:

pz(t,0) = K(t — o). (9.176)

A t = 2ty pillanatban a két végpont athalad az origén és tjra szétszalad ellenkezo
irdanyban mint a ¢ = 0 pillanatban. A harmadik negyedperiédusban

1
p2(t,0) = oM — st (9.177)

A t = 3ty pillanatban a végpontok impulzusa ismét zérussa valik és a hurfesziiltség
hatasdra visszafordulnak az origé felé. Az utolsé negyedperiédusban:

px(t,0) = —k(t — 3to). (9.178)
A mozgas periédusideje:

T = 4ty = 2M /k. (9.179)

o>

& = M /k végpont impulzusa mindvégig ellentétes irdnyu és egyenlé nagysigi a
0 = 0 végpont impulzusaval:

po(t, M/K) = —ps(2,0). (9.180)

A mozgds sajatos jellemzdje a hir két végén 1év6é csomébpont, amelyek
energigja:

6c(ta O) = 6c(t: M/KJ) :| pz(ta O) | . (9'181)

A hur kézbensd, sima szakaszdnak impulzusa zérus. Ugyanakkor ezen a szakaszon a
hurfesziiltség x =dll. A mozgas tehat nem hasonlit egy rigd rugalmas rezgéseihez,
ahol a rigéban a mechanikai fesziiltség a relativ megnytlassal aranyos. Sokkal inkabb
a jojo mozgasara emlékeztet ez a hiurmozgas, amikor a fonal fesziiltsége allandd
és hossza azaltal valtozik, hogy feltekeredik a fondl végén levo testre vagy éppen
letekeredik réla.



(ii) Merev ridként forg6 hir. A hir legegyszeriibb transzverzdlis "rezgése” a
merev rudként forgd hur esetében valésul meg. Az M nyugalmi tomegi hir direk-
trixe ebben az esetben egy

2M/r _ M (9.182)
2w KT

R=

sugard kor. Mint az a direktrixbdl a paralellogramma szerkesztéssel konnyen megéllapithato,
a hiur mindig a koér valamely dtmérdje mentén helyezkedik el. Hossza:

2M
{=2R=—. (9.183)
KT
A hitr kezdopontja fénysebességgel halad végig a direktrix 2Rm keriiletén, igy a hir
forgasanak szogsebessége:
2r. 1 km

A forgé hirnak az origotdl r tdvolsagra 1évo dr hosszisagu szakasza a hirra
merdleges v = rw sebességgel mozog. Egy ilyen kis szakasz impulzusa

dp. — Kkdr
br= V1 —r2w?
A forgé hir impulzusmomentuma:

Krlw M?
_Q/dr_Q/d . 9.186
rap ’ 1—rw2 2Tk ( )

TW. (9.185)

A forgé hiir lehetséges dllapotai az (M?, J) diagrammon o = (27x) ™! meredekségti,
linedris Regge-trajektorian helyezkednek el. A tapasztalat szerint a hadron-rezonancidk
Regge-trajektdridi is linearisak.

Kés6bb majd beldtjuk, hogy a merev ridként forgd hir Regge-trajektoridja az
Yrast-vonal szerepét jatssza: adott impulzusmomentumi hirok kozott az a legkisebb
nyugalmi tomegi, amelyik merev ridként forog.

10 A hur mint harmonikus oszcillatorok rendsze-
re

A hir mozgédsegyenletének (a két-dimenziés hulldmegyenletnek) az altaldnos meg-
oldasat irhatjuk

A ~ A
XNro)=¢" +afr+i) <a—" cos noe™ " + 27 gin nae””) (10.187)
o\ n n



alakba, ahol ¢*, o, o, 6 (n = +1,£2,...) a dinamikai valtozék. Képezziik az els6

és a masodik derivaltat 7 és o szerint:

XA(T, o) = af + Z (04;3 cosnoe ™ — @ sin 7106””) (10.188)
n#0

XA(r0) = —id.n (a;‘: cosnoe” ™ + @ sin nae"”) (10.189)
n#0

X’A(T, o) = i Z ( o sinnoe™™ + a7t cos noe"”) (10.190)

n#0

X”A(T, o) = =iy — (a cosnoe ™ + @2 sin nae””) (10.191)

n#0

Latjuk, hogy valéban kielégiil a hulldimegyenlet, X4 = X",

A (10.187) kifejezésnek valds értékiinek kell lenni, amibél o, = a2* és a4, =

n
—ad* kovetkezik.

Nyilt hiir esetén a hatarfeltételekbdl a2 = 0 (n # 0) kovetkezik. A megoldas
ezért

A
XAro)=q¢"+afT+i). I cosnoeinT (10.192)
n#0 n
alakot olt.

Zéart hir esetén a (10.187) kifejezés az X4(7,0) = X4(7, 27) feltételt minden
tovabbi megszoritas nélkiil elégiti ki.

Konform mértékben a megoldasnak ki kell elégitenie az
XAX', =0,  XAX, 4+ X"X'4=0 (10.193)

kényszerfeltételeket is nyilt hir esetén a o € [0, 7], zart hir esetén a [0, 27| interval-
lumon. Nyilvdnvaléan, a kényszerfeltételek egyenértékiiek az

(X £ X)) (Xa£X"4) =0 (10.194)

feltételekkel. Mivel nyilt hiir esetén XAill. X' rendre o paros ill. paratlan fiiggvénye,
azért a kényszerfeltételek ekvivalensek a o € [—m, 7| intervallumon megkévetelt

(X4 + X)) (Xa+X'a) =0 (10.195)

feltétellel. A kényszerfeltételek tehat
(X1 £ X)) (X4 £ X"4)

(X4 + X)) (Xa+X'4)

0, o €10,2m] zéart hir,
0, o € [-m,m|] nyilt hir  (10.196)



alakban foglalhatok dssze.

Hasznaljuk fel, hogy

XA X" = of + 3 (o £ial,) e )
n;éO
— Z B fm (txo)

alakban ifrhaté és fejezziik ki a kényszereket a Fourier-egyiitthatokkal:

ZIB B(i) —i(n+m)(to) _ 0.

Vezessiik be a k = n + m 0Osszegz6 indexet az n index helyett:

ZIB i) —ik(to) _ 0.

A baloldal egy Fourier-sor, amely akkor és csak akkor tiinik el, ha
Z ﬂk m A =0.

Innen zart hir esetén az

Ln = 07

A ~ A
Z (an—mamA - a—(n—m)a—mA)
m

z (dé(n—m)amx‘l + a;?—md—mA)
m

L, =

N — DN —

0

kényszereket kapjuk, nyilt hir esetén pedig az

= 5% (o nos)

kényszereket. Ezek az un. Virasoro-féle kényszerek.

(10.197)

(10.198)

(10.199)

(10.200)

(10.201)

(10.202)

A bevezetett ¢, o', ), a2 (n # 0) dinamikai valtozdk fizikai jelentése a kovet-

kez:

(i) A ¢# a hir tomegkoézéppontjanak helyzetét szabja meg a 7 = 0 pillanatban.
(i) Az o valtozé a hiir teljes energia-impulzus vektordval ardnyos. A direktrix

A
YA7r) =X r,0)=¢" +afT+i ) 20 g inT
n#0 n

alaku és a hur [0, 0] darabjdnak energia-impulzus vektora

IA(r,0) = g [YA(r +0) — YA(r - 0)]

(10.203)



A

= 2t + off(r+o)+iy. I o —in(r-+o)
2 n
n#0
A A : arfbl —in(T—0)
—¢ —of(r—0)—i) e
n#0 n
A a/;;l —in(T) o3
= kajo+kKY e sin no, (10.204)
n
n#0

ugyhogy a hir teljes energia-impulzus vektora

oA [4(7,7), nyilt
= | ITA(7,27), zért

A 7
ko, nyilt
{ 2k, zZart (10.205)
Kovetkezésképpen azt kapjuk, hogy
A
a_ Q
=X 10.206
Qg /{}71'5, ( )

ahol nyilt hurra § = 1, zart hurra pedig § = 2 értéket kell irni.

(iii) Az n # 0 Fourier-médusok a hir rezgéseit irjak le. Ezek a rezgések azonban nem
fiiggetlenek, hanem végtelen sok, nem linedris kényszer biztosit kozottiik csatolast.
A negativ és pozitiv indexes Fourier-egyiitthatok kozti kapcsolat miatt csak az L,
Ly, (n > 0) kényszerek fiiggetlenek:

L,=L;  L_,=0L:. (10.207)
Az Ly = 0 kényszerfeltétel a hir nyugalmi témegét meghatarozé egyenlet:
1 QAQA A ~A ~
=5 mA — QZama) =0, 10.208
0 = lmop + 2 (= 6ma) (10.208)
s igy
]\42 = —2(&7‘(5)2 Z (af‘mamA - O?éméth)
m>0
= —2(sm0)” Y (0 Cma + Gy s ) - (10.209)
m>0

A hur nyugalmi tomegének négyzete tehat az egyes relativisztikus oszcillator-médusok
energidjanak négyzeteibdl additivan tevédik 6ssze. Vegyiik észre, hogy nem a médusok
energidi adédnak 6ssze, mint nem relativisztikus oszcilldtorok esetén.

Végezetiil megmutatjuk, hogy az Ly kényszer a rendszer Hamilton-fiiggvényé-
nek szerepét jatssza. Az X4(7,0) éltaldnos koordindtakhoz kanonikusan konjugélt
impulzusok konform mértékben:

68

T kX A(T, 0). (10.210)

pA (1,0) =



(Itt a hatds Nambu-Hara-Goto alakjat derivaltuk, majd felhaszndltuk a mértékrog-

zit6 feltételeket.) A hir mozgasegyenletei szarmaztathatdk a

11
=t / do (—PAPA + HX'AX'A>
2 Jo K

Hamilton-fiiggvénybdl!:

A _ _ pA
o) = g5 = PAro)/r,
oH
A _ nA
PA(r,0) SXa(rio) X

(10.211)

(10.212)

(10.213)

Ha P4-t kikiiszoboljiik, akkor innen valéban az X4 — X"4 = 0 hulldmegyenletet

kapjuk vissza.

Fejezziik ki a Hamilton-fiiggvényt a Fourier-egyiitthatokkal! Azonos dtalakitas

utan:

T . .
g = & / do (XA%4+ X" X",)
2 Jo

= T [(X 4 X’A) (Ko X74) + (X4 = x4 (X4 - X'4)]

4

=7 7 (A ).

Nyilt hiir esetén {4 = p-)4 = oA | tdgyhogy

H = E/ dUZa amAei cos ko

= —WZafmamA
2 m
Ax 1 A
= KT ZamamA-l-anaoA

m>0
= Kmlg;

ugyanakkor zart hir esetén B4 = o2 +ia4,  és

K [2m —ikT —iko ko
T do S et (B0 Bl e + B B
k,m

(10.214)

(10.215)

L A Hamilton-fiiggvényt egyszeriibb kitaldlni, mint leszdrmaztatni, mert a hir Lagrange-stirtisége

elfajult.



K _ _
= s (AR + A

= /WZ( mOmA — G ;?l A)

= 2’”[2 (a OmA + O amA) + §a()4aoA]
m>0

_ ol (10.216)

1

A H = kwLyd Hamilton-fiiggvény tehat az Ly kényszerrel aranyos.

10.1 Példa: A jojo

A jojo-mozgas Fourier-komponensei tomegkézépponti rendszerben

ak =0 (b=10,1,2;n #0),
M
5= -1)" -1 0
0} = —ip (-1 =1 (n#0)
M
0 ] JR—
YT
ag = 0 (1=1,2,3). (10.217)
A hart
M KT
X' = —r=t—o1="—1,
mrT ’ M
-1
X3(t,0) = mr2nz>0 cosn%acosn%t (10.218)
alakban irhatjuk fel. Innen a direktrix:
Y3( Z — L osn® (10.219)
7r2 M ’

n>0
ami anal6g az elektronikabdl ismert 7" = 2M /k periodusidejii fiirészfogrezgéssel.
Kénnyen meggyo6zédhetiink réla, hogy a Fourier-egyiitthatok csakugyan kielé-

gitik a Virasoro kényszereket. Az n = 0 esetben:

Ly

(10.220)



A jobboldalon all6 6sszeg kifejezhet6 a Riemann-féle (-fiiggvénnyel, igyhogy (¢(2) =
72/6 ):
M? 2M? 3

Ly= s — ==
2k212 K21t 2

(2) = 0. (10.221)

Az L, (n # 0) kényszerek

1 3 3
Ln = _5 m;ézo,n Cp MmOy
_ 1M (=D —1[(=1)™ —1]
 2k274 m#ZO,n (n—m)m
- %/-?247# [(—1)7: —1] S - (4)’”](% + = _1 —) (10222)

m#0,n

alakot Oltenek. Paratlan n esetén L, trividlisan zérus. Paros n esetén az Osszeg
masodik tagjaban az m = m —n Osszegz6 indexet vezetjiik be és felhaszndaljuk, hogy
(—1)™*t™ = (—1)™. Ekkor az els6 és a masodik Gsszegben a tagok paronként kiejtik

egymast az m = —n ill. az m = n tagok kivételével,
1—(-1)™ 1—(=1)™
Ympom — T D
e m m#0,—n m
1—(-1)™ 1—-(=1)"
(=1) — (=1) (10.223)
-n n

amelyeknek hidnyzik a parjuk. Az utébbi tagok azonban péaros n esetén zérus értékiiek.

10.2 Példa: Merev rudként forgd hir

A direktrix Fourier-soranak felhasznéldsdaval konnyen beldthatjuk, hogy az (1,2) ik-
ban merev ridként forgé hir Fourier-komponenseinek amplitudéi:

M .
o) = —, ab=0 (i=1,2,3),
KT
: .M
ap = —zR/2:—Z% =—a',, al’ =0 (n=2,3,...),
M
ol = R/2= e = o’y =0 (n#0). (10.224)
A hir képletei:
X1(t,0) = 2iaj cos %a cos %t,
X2(t,0) = 2ia?sin %o sin %t. (10.225)



11 Nyilt hdrok impulzusmomentuma

A hur impulzusmomentum tenzora:
QB = / do(XBPA — XAPP), (11.226)
0

amelynek térszerli komponenseibol szarmaztatjuk az impulzusmomentumot. Négy-
dimenziés téridében az impulzusmomentum komponensei:

1
Jt = 56“’%29’“. (11.227)
A Fourier-sorokat behelyettesitve, az impulzusmomentum tenzor

00
1
QAB — QAQB o QB(]A + iKT Z ;(aéna’f - a;?a]_gn) (11.228)
n=1

alakot 6lt. A hir nyugalmi rendszerében, idémértékben (¢t = X%(7,0))

00
1 j* K ik

Q"* =ikt > —(ad*al — ol af¥) (11.229)
n=1 n
adédik. Képezziik az impulzusmomentum négyzetét:
J2 — leijk
2
1 9 I 1 ix k ik jx _k ik
= —5("”) > %(af% — apop”) (ogra, — agapr)
n=1m=1
1 2% = L PN jx gy (kK
= Sm)’ X X —l(oneq)(en"an) — (ay’ o) (o)) (11:230)
n=1m=1
A Schwarz-féle egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy
(ajaf)(ak*ak) — (af'adr)(abak) < mm(afaf)(akial)  (11.231)

(n-re és m-re nincs Osszegzés). Kovetkezésképpen az impulzusmomentum négyzete
feliilrol korlatos:

Po< ()Y Y (odad)(okiak)

n=1m=1
M2 2 M4
= <2K27T2> (km)? = ypEpct (11.232)
azZaz
| J < o o/ M2, (11.233)
m

Adott impulzusmomentum hir témege tehdt nem lehet kisebb a 2k | J | minimalis
értéknél. Az egyenléséget a merev riadként forgoé hir valdsitja meg. A merev radként
forg6 hir Regge-trajektoridja tehat linedris és az Yrast-vonal szerepét jatssza.



12 A huar altal besoport invarians feliilet

A hatast kifejezhetjiik a bevezetett harmonikus oszcillatorok amplituddival. Nyilt
hirra konform mértékben

s = -3 / " dr / "o (XAX 4 — XM X1 )
T 0
T2 ™ [A ,
= K)/ dT/ do X" X' 4
T1 0

T2 T [e.e] (e e] A .
= KZ/ dT/ do— 3" 3" afamae "™ sin(no) sin(mo).
T1 0 KT
o

n=1m=1

1 7 .
. A —2inT
= 3 dr ) o anae
1 n=1

1 1 . .
A —2inT —2inT
= 5 E O{nanA_Z (6 Z—e 1)
n£0 n

1
+§a64a/0A(7-2 — 7'1)_ (12234)

Itt felhasznaltuk az XAX, = - X' X', kényszert, valamint azt, hogy

/7r do sin(no) sin(mo) = g&nm. (12.235)
0

Az M nyugalmi tomegt hir altal besoport invarians feliilet:

A(’TQ,’Tl) = S/KZ
= ——(m— — E —n R (eTANT2 _ gm0} (12236
27 K2 (= m)+ oy S (e € ) ( )

Ha 7 — 71 éppen a mozgds egy periédusideje, vis. 79 — 71 = 27, akkor a beséport
invarians feliillet A = (M/k)%.

13 Fénykup-mérték

" _n

Az elozoekben lattuk, hogy a hir végtelen sok kényszernek, a Virasoro- kényszerek-
nek tesz eleget. A bevezetett ¢, af', a2 (n # 0) harmonikus oszcillator koordinatdk
tehat nem fiiggetlen dinamikai valtozok. Valaszthatunk azonban olyan mértéket,
amelyben a Virasoro-kényszerek explicite megoldhatdk és ekkor a targyaldsban csak
fiiggetlen dinamikai valtozdok szerepelnek. Ilyen mérték az n-mérték ill. annak spe-
cialis esete a fénykip-mérték. A fénykiup-mérték hasznalatanak az az ara, hogy a hir
longitudindlis rezgési modusainak leirasi lehetoségét elveszitjiik. Fénykip-mértékben
csak a hur transzverzalis rezgéseit tudjuk targyalni.



A V4 Lorentz-vektor fénykip-koordindtait a
1 1
V2 V2

osszefiiggésekkel definidljuk. A V4 és W4 vektorok skaldrszozatat kifejezhetjiik fénykiip-
koordinatakkal:

VvE VOV = —(VoFVa) = V5 (13.237)

d—2
VAW, =VIW +V W =S VIwd, (13.238)
j=1
Fénykup-mértékben a nyilt hurt az
Xt = Q—+T = 1[Y’L(UJF) +Y*(07)] (13.239)
KT 2 ’
1
X~ = §[Y_(o+) +Y = (o7)], (13.240)
S 1 - .
Xt = E[YL(UJF) +Y+(o)) (13.241)

egyenletek irjék le, ahol a direktrix eleget tesz az

YAV, =2V Y™ — dfww =0, (13.242)
=1

YH(r+m) =Y (r—7)+2Q"/k, (13.243)

Y (r4+7) =Y (r—7)+2Q /k, (13.244)

Vi(r+7) =Y(r — )+ 204k, (13.245)

kényszerfeltételeknek. A (13.243) egyenlet automatikusan kielégiil, nem jelent meg-
szoritast. A (13.242) egyenletbdl kifejezhetjiik Y ~-t a direktrix transzverzalis kom-
ponenseivel. Integralas utan

KT [T Sho
V() =a5 + 557 /0 'V ()2, (13.246)

adodik, ahol g, tetszoleges allandd, amelynek értékét a kezdofeltételek szabjak meg.
A (13.244) egyenletbdl kifejezhetjiik az impulzus @)~ komponensét:

2 T+7 R
Q = :QZ / Ay () (13.247)

A fentiekbdl latjuk, hogy QT, ?L(u) u € [T —m, 7+ m7| és q; a fiiggetlen dinamikai
valtozok. Segitségiikkel Y= (u) kifejezheték. A direktrix transzverzalis vetiiletére az
egyetlen megszoritast a (13.245) periodikussagi feltétel jelenti.



. o L T + ep . , . ,
Hasonlitsuk dssze a mértékrogzité X+ = %7’ kifejezést X+ Fourier-sordval:

+ 1 )
Xt = Q—qu +agi Yy —af e cos(no). (13.248)
n#0 n
Innen
Q+
W =0 «af = — af =0 (n#£0) (13.249)
7r

1 0 d—2 . )
L, = _5 Z a:—ma;n + a;—majn o Z agbfmagn
m=—oQ j=1
1 Q+ Q—|— 1 oo d—2 i )
= + S0, — — 3 an—maj
2/£7Ta" 2% er QmZ—ljzl "
= ofa, —LF=0 (13.250)
alakot 6ltenek, ahol
1 & &2 ,
=3 Z Z Q0. (13.251)

A Virasoro-kényszerek tehat feloldhaték az o, Fourier-komponensekre nézve:
o) =Lr/af (n=0,+£1,42,...). (13.252)
A fiiggetlen valtozok tehat:

@, of, @, o  (=1,2,....d-2 n=01,2..). (13.253)

Az oy komponens definicié szerint aranyos az energia-impulzus vektor @)~
komponensével:

ay = Q/(km)
- 2
— K /T—Hr dTI a + Z &Le—inT
- 0
4Q+ T—T n£0 "
T+ [
— 4g+ / dr' + 2 Z —1 —»J_ —inT + Z Z —1 —'J_ —i(n+m)T
n#O n#0 m#0
KT [ —
= (_' + — Z Z Ckk O{ 27T5k0
2Q+ 2Q+ k=—o00 m;éO "

= Li/af. (13.254)



A longitudindlis mozgast elfajultnak latjuk fénykup koordindtdkban. Vegyiik
a jojé példajat:

A viladgleped6 minden 7 = const. metszete azonos hosszisagi X~ irdnyban. A
longitudinalis rezgést az jellemzi, hogy 7o = M/(v/2k) ”id8” eltelte utén a vildglepedd
X = const. metszete eltolddik X~ irdnyban AX~ = 7y ”tdvolsigra”.

14 A hudir Hamilton-i mechanikaja fénykuap-mér-
tékben

A hur kvantdldsdhoz az egyik kiindulépontul a Hamilton-i targyalés szolgalhat. Ezért
most errdl fogunk beszélni. Fénykip-mértékben az X+, X~ és X+ koordinatékhoz
kanonikusan konjugélt impulzus-komponensek rendre Pt = Q' /k, P~ = kX~ és

- -1
PL = kX . Az X—, P~ valtozék nem fiiggetlenek. A konform mértéket rogzitd
feltételekbdl az alabbiak kévetkeznek:

(i)
0 = kXX, =PAX,)/ =Ptx"'+p xt —pLX'"
_|_

= 7X_I - ﬁLX’IL, (14255)

ahonnan

mT = —

X = _—ptX¥ (14.256)



Integréljunk o szerint:
X~ (r,0) = f(1) + % /Oa do'"PLX+ (14.257)
ahol f(7) tetszoleges fiiggvény. Vezessiik be a
¢ (r)= % /0 "doX(r,0) (14.258)

koordinatat. Segitségével kifejezhetjiik az f(7) fliiggvényt:

() = [dof(r)+ 5 / "o [ do'0(o — 0B (r, o) RH(5,0)
= f(r)+ g/o do 'PJ'(T, 0'))2”(7, a') /; do, (14.259)
ahonnan
f(r)=q (1) + é /0 " do’ (%’ —~ 1) PL(r,d") XY (1,0"). (14.260)

Igy végezetiil

X (r,0)=q¢ (1) + Ql+ / do’ (%I —1+06(0c— a')) PL(r,0") X (1, 0'}14.261)

adédik.
(i)
0 = PPa+r2XVX, =2PHP™ — (P2 4+ k22X Y X~ — (X1)?)

= QQ—+”P_ (P12 — k2(XH)?) (14.262)

ahonnan

P (1,0) = (P2 + k2(XH)?)]. (14.263)

2Q+

A mozgasegyenleteket atirhatjuk a fiiggetlen dinamikai valtozdkra vonatkozo
egyenletekké:

Xt—xt"=X*t=0 = Pt =0, (14.264)
G CL A R S 1) (14.265)
B nX = ¥ = PL/k, (14.266)
/ do X~ = -1 /7r doP- =% (14.267)
m™Jo T



Definidljuk a fiiggetlen ¢qo = ¢ (7 = 0), QT, X7, P¥ (j = 1,2,...,d — 2)
valtozdk Poisson-zarojeleit:
{XI(r,0), X (r,0")} = {P(1,0),P"(r,0")} =0,
{X/(1,0),PH(r,0")} = §*6(c — o),

{q0’ +} _]-a
{Q7, X (r,0)} = {ag,X(,0)} ={QF,PI(r,0)}
= {q,,Pi(r,0)} =0, (14.268)

A Poisson-zardjel megvaldsitdsa:
0A 0B 0A 0B
(A,B} = / da[ ]+

§Xi(r,0)6Pi(r,0) 6Pi(r,0)6Xi(r,0)
0A 0B 0B 0A

_ ) 14.269
0Q* 0qy Q" gy ( )

A Hamilton-fiiggvény szerepét
—Q‘ = / 2 4 R2(XH)? ] (14.270)

jatssza, hiszen az ebbdl szarmazé Hamilton-egyenletek éppen a fentebb felirt moz-
gasegyenletek:

Ot = ~or =0 (14.271)
i = %:0, (14.272)
P —sziiio_):I{XJ‘”, (14.273)
¥ - 5’Pfi, = %ﬁL (14.274)

Fejezziik ki a mozgasegyenletek megoldasat normalmoédusok segitségével:

YA _ AT —inT 14.275
(Ti 0) CIO + Q \/ﬁ g;o COS(TLO'), ( )
PA(r,0) = —QA + \/7 > aite™™7 cos(no). (14.276)
T
n#0
Kényelmi okokbél az o egyiitthatékbél explicite levdlasztottuk a (km) 1/2 tényezébt.



Definidlhatjuk a Fourier-egyiitthatok Poisson-algebrajat, amely egyenértéki a
g, Qt, X+, Pt véltozdk algebrajaval:

{od, b} = —indy,_mé’", (14.277)
{¢,Qy = &%, {d.d¢f} =0, (14.278)
(Q9,Q%} = 0, {g,Q"}=-1, (G,k=1,2,...,d—2). (14.279)

A bizonyitas fébb 1épései a kovetkezok:

(i) Belatjuk, hogy g; megegyezik a fentebb definidlt ugyanilyen jelti meny-
nyiséggel. Ez nyilvanvald, hiszen

1 m
_ [CdoxA(ro) =gt + @4 (14.280)
mJo TK

(ii) Beldtjuk, hogy az
f'(@) lo=0x=0 (14.281)
hatarfeltételt kielégito fliiggvények terében

d(c—0o') = % {1 + ) cos(no) cos(na')} : (14.282)

n#0

Csakugyan, minden ilyen tulajdonsagu fiiggvényre:

/07r da'% {1 + Y cos(no) cos(na')} S

n#0

= % i fim /OW do’ cos(ma’) {1 + Y cos(no) cos(na’)} :

m=—00 n#£0

ot Y S f c08(20) (B + B )
T m= o0 n0 2
= fo+ Y facos(no) = f(0). (14.283)
n#0
Itt felhasznaltuk f(o) Fourier-sorat:
f(o) = fo+ D facos(no). (14.284)

n#0

(iii) A (ii) tulajdonsigot felhasznilva kiszamoljuk az aldbbi Poisson-zardjele-
ket:

{X(0), X*(o")} =



{qo + Qj \/ﬁ Z 0/ " cos(no),

n;éO

Qk T \/ﬁ Z —a e tm Tcos(ma')}

= _—Z Z —i)ndn, _m6?* cos(na) cos(ma’)

n;ﬁO m;éO
1 . 1
= - k — ! -
7m6 nz;éo - cos(no) cos(na') =0, (14.285)
{P(0), P*(c")} =0, (14.286)

{X7(0), P*(0")} =
{qg+Qj7; \/_Z ozje "7 cos(no),

n;éO

—|—\/_7r2a e Tcos(ma')}

m#£0

- —ldjk Z Z —i)n8p,_m67* cos(na) cos(ma’)

™

n:,é() m;éO
a1
= §*={1+ " cos(no)cosno’)}
T n#0
= (o — o), (14.287)

Fejezziik ki a Hamilton—ﬁiggvényt a Fourier-egyiitthatékkal:

H = QTQ /(km) =Q oy = Q" Ly /af = knLly
Lo~ i i 1 Biye , K7 5L ol
= k= Y, ol =—(P)+—= > a.an, (14.288)
2. 2Km 0
ahol PL a teljes impulzus transzverzalis (azaz az X°, X% sikra mer8leges) kompo-
nense.

A hir nyugalmi tomegének négyzete:
M? = QQu=2Q"Q — (PY)?=2krH — (P*)?
>N ak,an. (14.289)

m#0

A fénykip mértékben a képleteink nem Lorentz-kovaridansak. A hur dinamika-
janak Lorentz-kovarians voltarél meggyozodhetiink, ha belatjuk, hogy a Poincaré-
generatorok a szokasos Poincaré-algebrat elégitik ki. Ezt a kovetkezdképpen latjuk
be:



(i) Kiszdmoljuk a

LE LMY = —iln—m)LE, | (14.290)
n m . n+m
{Lo,ah} = imadm, (14.291)
{@, L} = iﬂain, (m #0) (14.292)
. 1 )
{@. L3} = —Q  (m#0) (14.293)
(14.294)

Poisson-zaréjeleket az
{AB,CD} = A{B,C}D + AC{B,D} +{A,C}DB + C{A,D}B (14.295)
azonossag felhasznaldsaval.

(i) Az o, = L} /af bsszefiiggés alapjan beldtjuk, hogy a nem fiiggetlen o,
médusok algebrdja azonos az L kényszerek Virasoro-algebrajéval:

{a,, ,,} = —i(n—m) 0 Qi (14.296)

tovabba, hogy
{a;, 0} = im\gﬁ_ﬂa]n'm, (14.297)
{@h: 0} g—g’i (14.298)

(iii) A Q* energia-impulzus vektor az eltoldsok generdtora. Miutdn felbon-
tottuk fénykip-koordindtakra, Q4 = (Q*, knLly/QT,Q7), kiszdmoljuk a téridé-
forgatasok generdtorait:

Q' = [Tdo(PAx" - X*P7)
> 1
= QF — QP +i) —(a*,af —ald?), (14.299)
n=1 n
ahonnan
QT = QTq, QY =Q"d,
Q7 = Qq@—qQ +i), ﬁ(a:noﬂn —a,a,),

n=1
- . . 1 . . L
Q7 = Pg—qgP +i> —(a' ) —aldl,). (14.300)
n

n=1



A koordindtarendszer kezdépontjat mindig valaszthatjuk ugy, hogy ¢ = qé =0
legyen.

(iv) Ezek utdn meggy6z6dhetiink behelyettesités ttjan arrél, hogy a Q4 =

(QF,kmLy/QT, Q%) energia-impulzus vektor és a Q42 = (QT,Q",Q7,QY) im-
pulzusmomentum tenzor kielégiti a Poicaré-algebrat:

{Q4,Q%} = o, (14.301)
{Q4, QY = im*"Q° —n*“Q"), (14.302)
{QAB, QC’D} — i(?’]BCQAD . nBDQAC + nACQBD . nADQCB)- (14303)

15 A Hamilton-formalizmus kovarians targyalas-
ban

Az XA(r,0) éltaldnos koordindtdkhoz kanonikusan konjugalt impulzusok konform
mértékben:

68

PA(r,0) = Xa(ro)

= kXA(1,0). (15.304)

(Itt a hatds Nambu-Hara-Goto alakjat derivaltuk, majd felhaszndltuk a mértékrog-
zit6 feltételeket.) A hir mozgdsegyenletei szarmaztathatdk a

1 = /1
H= ["do (EPAPA + I{XAIXA') (15.305)
0
Hamilton-fiiggvénybol:
: §H
x4 = ——=p4 15.306
(1,0) Pa(r,0) P (r,0)/k, ( )
. 5H n
A = ——— = gx? 15.307
P(r,0) Xalro) " ( )

Ha PA-t kikiiszoboljiik, akkor innen valéban az X4_x4" =9 hulldmegyenletet,
kapjuk vissza. Megjegyezziik, hogy a Hamilton-fiiggvényt nem lehet a szokasos H =
pg — L Osszefiiggéssel értelmezni, mert a hir Lagrange-fiiggvénye elfajult, azaz X4
és X4 nem fiiggetlenek.

Fejezziik ki a Hamilton-fiiggvényt a hir sajatrezgéseinek amplitudéival:

o -
H = g / do(XAX 4 + XA'X )
0



70 . . . .
_ Z / do [(X4 + X4 (X4 + Xa") + (X4 = XA) (X4 - X"

= / dUZ L Be ) L gAE e k) L (15.308)

Nyilt hiir esetén (D4 = )4 = oA | vigyhogy

H = g/ do > ol amae™* cos (ko)
0 k,m

KT 1
Ax A
= — E a_mamA = KT ( E Q,, Opa + 2% a0A>

m>0

= —mrLo. (15.309)

Ugyanakkor z4rt hir esetén 354 = o4 +ia4,, és igy

H = 4/ dO’ZG_ZkT< (+)A r(nfze_dm_}_ﬁk mﬁr(nfiedw)

R

= 5 Z(ﬁk B+ B B5A)

= mrz amA—aAa mA)

* ~ Ax ~ 1
= 2KkT [Z (X pa + G A a) + Ea{;‘am]

m>0

= —2kmL. (15.310)

A Hamilton-fiiggvény tehat aranyos az Ly kényszerrel.

A mozgasegyenleteket atirhatjuk Poisson-zardjeles alakba is, amely kiilonosen
kellemes a kvantdlas szempontjabol. Definidljuk az alabbi Poisson-zardjeleket:

{XA(Ta 0)’XB(7—’ 0,)} = {PA(Ta 0)’PB(Tﬂ OJ)} =0,
{(XA(r,0),PB(r,0")} = —n*B6(c —0). (15.311)
Ezt a Poisson-zardjelet megvaldsitja az

oF G oF G
F 1, AB —_
{re}= / do'n <(5XA(7', o) 0PB(r,0')  dPA(r,0') §XB(T,0)

) (15.312)

elirds, ahol F és G két tetszéleges fizikai mennyiség, az X4 és P4 tetszbleges
funkciondljai. A Poisson-zaréjelek segitségével a mozgasegyeneletek az aldbbi alakot
oltik:
={X* H} =Pk, (15.313)
= {P4, H} = kX" (15.314)



Az X4, P4 valtozék azonban nem fiiggetlenek, mint tudjuk, hanem a

1
Yo = 5 P Pat SXVXL =0, (15.315)
o= PAXS =0 (15.316)

kényszereknek tesznek eleget. A Dirac altal bevezetett értelemben ezek un. elso
osztalyt kényszerek, mert {xo, X1} és {Xxq, H} (a = 1,2) a kényszerek linedris kom-
binaciéi:

7o
Do) (@)} = [ do"Clyfo. o' 0"x(o"). (15.317)

o
(xa(0), H} = / o'V (03 0")x(0"), (15.318)

0

ahol

Cé(o,0"50") = 265ewd(0 — 0")d,6(0 — o), (15.319)
Vo(o;0") = V2(o;0") = 8,6(0 — o), (15.320)
V(o;0") = Vi(o;0')=0. (15.321)

A {xq4, H} Poisson-zardjelek kiszdmoldsakor felhasznaltuk az
{AB,C} = A{B,C}+{A,C}B (15.322)

azonossagot. A (15.317) egyenletek a kényszerek algebrajit definidljak valamely
rogzitett idépillanatban, a (15.318) egyenletek pedig a kényszerek idébeli dllandé-
sdgat biztositjak, hiszen x, = {xa, H} = 0 a kényszerek altal megszabott hiperfelii-
leten.

A x, kényszerek azokat az infinitezimdlis koordinatatranszformaciokat gene-
raljak, amelyek nem vezetenek ki a konform mértékbol. Ezek az infinitezimalis kon-
form transzformdciok. Ezt a kovetkez6képpen lathatjuk be. Legyenek d€*(7,0) in-
finitezimdlis fiiggvények a két-dimenziés homogén hullamegyenlet megoldasai, és F'
tetszoleges fizikai mennyiség. Definidljuk F' infinitezimalis megvaltozasat az

0eF = {F, /Oms dod&*(T,0)xa(T, 0)} (15.323)

osszefiiggés révén. Vegyiik pl. az F = X4 esetet:

sx*(ra) = {x4(ro), [ do's6 (. nalr )}

= 681, 0)PA(T,0) /K + 66N (1, 0) X (1,0) /K +
= 06°0, X4 + 5¢'0, X4, (15.324)



Innen latjuk, hogy ;X éppen megfelel a 7 — 7 + §£°, 0 — o + §¢! infinitezim4lis
koordindtatranszformécionak. A kényszerek az (15.317) osszefiiggések értelmében
nem valtoznak meg ezen transzformacié soran, hiszen

SeXa = {Xas / do' 560} = / do’ / do"C%,xe = 0 (15.325)

a kényszerek &ltal kijelolt hiperfeliilleten. A kényszerek tehat valéban olyan in-
finitezimdlis koordindtatranszforméacidkat generdlnak, amelyek nem vezetnek le a
kényszerek altal kijelolt hiperfeliiletrol.

Belathatjuk, hogy az infinitezimalis konform transzforméciok algebraja zart a
kommutator-miiveletre nézve, vis. ha d¢ és on a két-dimenziés homogén hulldme-
gyenlet két tetszoleges infinitezimdalis megoldasa, akkor létezik olyan 0( infinitezi-
malis megoldés is, amelyre

(66, 6,] = 8¢6y — 606 = O (15.326)

Csakugyan, ha alkalmazzuk a baloldali kommutatort egy tetszdleges .F' fizikai .men-
nyiségre, akkor az eredmény

wd
[6¢, 6,]F = {F, / da"(sgC(a")Xc(a")} (15.327)
0
alakba irhaté, ahol
wo o
8¢é(a") = / do/ do'5¢%(0)on’(0")CE, (o', 5 0™)
0 0
= 2(06"(0")0pon°(0") — 66°(0") 000 (o)) . (15.328)

Mivel §&% és on® a kétdimenziés hullamegyenlet megoldasai, azért d(¢ is az.

Térjiink 4t most harmonikus oszcillator koordinatakra. A nyilt hur példajan
megmutatjuk, hogy a kényszerek algebraja a Virasoro-algebra. Az 1j valtozok Poisson-
algebraja:

{af,ab} = indn _mn?, (15.329)
{¢;,Q%} = —n"%. (15.330)

Ez az algebra egyenértékii a (15.311) algebrdval, mint arrdl a hir

?

A
XA — A Q_ Ap—inT 15.331
(1,0) q + mTT-I—\/ﬁggoane cos (no), (15.331)

A QA K A _—inT
P (r,0) = — - > aje ™ cos (no) (15.332)

™ n#0



sorfejtését felhaszndlva konnyen meggy6zddhetiink.

Képezziik most a kényszerekbol a

1 ! 1 !
X =xo£x = <\/—27;PA + \/EXA ) <\/—27UPA + \EXA ) (15.333)

kombindacidkat. Helyettesitsiik be a hir sorfejtését. Azonos atalakitasok utan
1
X = o Z o pe Mo (15.334)
T

ad4dik, ahonnan latjuk, hogy x4 (x_) csak a ot (07) véltozétdl fiigg. Végezziik el
az m + n — n atjelolést, ekkor

1 )
xx(0®) = o e Y 0 apma =0, (15.335)
7r n m
ahonnan az
1 A
Lu= =53 0l pima =0 (15.336)

Virasoro-kényszerek adédnak. A Hamilton-fiiggvény H = — L.

A kényszerek elsé osztalyuak:

{Lpn, L,y = CF. Ly =—i(m —n)Lyn, (15.337)
{Ln,H} = VFL,=imL,, (15.338)

ahol
Ck.=—im+n)st.,,,  VE=-Ck)=imdk. (15.339)

Ennek belatasahoz felhaszndljuk az
{AB,CD} = A{B,C}D + AC{B,D} +{A,C}DB + C{A,D}B (15.340)

azonossagot:

{Lma Ln} = kakAa lalB}

AN

| .

Kl
Z kait yoqabpin+kait Lom g ady
Kl

+(m k)al AQ 6k mmn—l T (m k) la’kAék ml)

= izkam kak-HlA Z m— k) Ok 4n Ok A- (15341)
k k



Térjiink at az els6 tagban a k' = k + n Osszegz6 index hasznalatéra:

1 1
{Lm, L} = Z(k' = M) prnOa + 5 DM = K)o 0k
k

= 35 Z Ay k—|—nak14
= —i(m — )L in- (15.342)
Ezt akartuk beldtni.

Az o) ¢ véltozékat tigy tekinthetjiik, mint a 7 = 0 pillanatbeli kezdeti
értékeket, amelyekre teljesiil a Poisson-algebra. Ezen valtozdk idofiiggéséhez tgy
jutunk, hogy képezziik az

{Lp,0fi}y = —imag,.,, (15.343)
1
(L, g3} = ?afz (15.344)
Poisson-zardjeleket, majd segitségiikkel a mozgasegyenleteket:
o {of H} = —{af, Ly} = —imasy, (15.345)
@ = (=l = e =L (1300
A mozgasegyenletek megoldésa:
am(T) = ap(0)e™,
A Q4
g (1) = g5 + P (15.347)

A hir Fourier-sorfejtésében valéban ezek az idofiiggd egyiitthatok szerepelnek:

x4 = 15.348
(1,0) q0 \/ﬁ nz#o - ) cos (no), ( )
PA(r,0) = KG(T)+ D af(7) cos (no). (15.349)

n#0

A korabbiakban mar lattuk, hogy a kényszerek az infinitezimdlis konform
transzformdcidkat generdljdk. Irjuk &t 0. F kifejezését az

5% = 5 (56" (0")xe(0") + 5 (07 )x-(0))
- —ZL (0¢H (o)™ + 66 (07)e ™) (15.350)



azonossag felhasznaldsaval:
5 F = {F /0 i da(sgaXa}
= {F, =Y Lu0&} = =Y 6&{F, Ly}, (15.351)
ahol bevezettiik a
S, = (58] + 08, (15.352)
jelolést.

Az infinitezimalis konform transzformacidk algebraja zart, mert 1éteznek olyan
0(r paraméterek, hogy tetszoleges &, és om, paraméterekkel adott infinitezimalis
konform transzformaciék kommutdtora, [0¢,d,] éppen a d¢; paraméterekkel adott
konform transzformaécio, vis.

[0¢, o) = 6¢, (15.353)
ahol
0k = Y OO = —i(n — m)8y, ., 0€mdln- (15.354)

A koordinatdk maguk nem konforminvariansak:

Seas = —{am, > Lad&:} =imY 66,022, ., (15.355)
1
A A
gy = —{ 2 Ladta} = N > 86ucry: (15.356)
A kényszerek ezzel szemben konforminvariansak:

A Poincaré-csoport generatorai

Q* = Vemaf, (15.358)
QY = Ver(oga — q'eq)

® 1
+i > ;(afnaf —ala®?) (15.359)

n=1
alakuak. Az explicit kovaridns targyaldsméd biztositja az elmélet Poincaré-invarian-
cidjat. A Poincaré-generatorok egyuttal konforminvaridnsak is:

{QY, L} = Ver{ag, L} =0, (15.360)
{QY, L.} = 0. (15.361)



16 Az n-mértékben megfogalmazott elmélet
Lorentz-kovarians altalanositasa

A kovarians targyalasmod hatranya az n-mértékben térténo targyalassal szemben ab-
ban nyilvanul meg, hogy a hir leirdsa nem fiiggetlen dinamikai valtozok segitségével
torténik. Ugyanakkor az n-mérték hasznélata esetén az elmélet Lorentz-invariancidja
nem jut explicit médon kifejezésre. Most megmutatjuk, hogy bevezetheték olyan
kovaridns és konform invaridns koordindtdk, amelyek az n-mértékben haszniltak
altaldnositdsai, azaz amelyekben a hir dinamikéjat megszab6 Poisson-algebra izo-
morf az n-mértékben hasznalt koordinatdak algebrajaval. Az 1j targyalasmaéd elonye
a késébbi kvantélas soran abban nyilvanul meg, hogy a hir longitudinélis médusait
sem veszitjiik el.

Az uj véltozokat definidljuk az aldbbi mddon:

A A B B QACUC
Q'n) = Q' (may.q) =~ g (16.362)
As(m) = Al(nof,q) = \/ﬁ / drY () gn, (16.363)
ahol
bn = exp (inngY 2(1)/N), (16.364)

n* az n-mérték rogzitéséhez hasznalt iddszeri vagy fényszerti vektor, A = ncQ° /km,
és a direktrix Fourier-kifejtése

QA ;
YAr) = ¢ 7'+— alte™ T, (16.365)
vk

Definiciéjukbél kévetkezoen ezek az 1j valktozok Lorentz-kovaridansak.

Megmutatjuk, hogy az 4j valtozék konform invaridnsak is. A Q4# impulzusmo-
mentum tenzor és a Q“ energia-impulzus vektor konform invaridnsak, amibél kovet-
kezik, hogy 6:9"(n) = 0, azaz

{Q"(n), Ln} = 0. (16.366)

Képezziik most az A# konform transzformdiciéjat meghatdrozé Poisson-zaréjelet:

G

{47, L} A {bns L} + {VA(7), L} bn) - (16.367)

Ha felhasznaljuk az

{A¥ B} = kA" '{A, B} (16.368)



azonossagot, akkor az aldbbi Osszefiiggések addédnak:
<1
{on, L} = Z H{(ln ¢n)kaLm}
k=0 V-
= > (Ing,)" {Ind,, L}

k=1
imyc C QC —ilr
= Pn— — {QO +— Z 0‘@ s Lm }
A VET 125 ¢
_ 1 mne [ ¢ c _—ilr
- \/ﬁ(b" 3 (am-l-g)aume
- —¢n@eim7}>0(7), (16.369)
{YA41), Lm} = —= re" L}
r?
—ilr A
= — oy, .,
\/—; L+
d imT A
= dT( YA(r)). (16.370)
Végerzetiil tehat azt kapjuk, hogy
A _ VKT 27 A imT d imTyV A
{A},L,} = ~or | dr (Y (7)én In Ppre +E(e Y (7-)) qﬁn)
\/K‘/]T ; > A
— ZmTY
2m Jo deT( (T)¢n)
KT T=27
= —V% [VA(r )qﬁn]T , =0 (16.371)
hiszen
v4@2r) = Y40)+2Q"/x, (16.372)
tigyhogy
In ¢, (27) = In ¢,,(0) + 2n7. (16.373)

Hosszadalmas, de valgjaban elemi szamolas utjan belathaték még az alabbiak.
(i) A fazistérnek az L, = 0 kényszerek altal definidlt hiperfeliiletén

An(map,ag) = o, (16.374)
QA (m; o do) = o (16.375)



éppen a hur Fourier-amplitudéi az n-mértékben.

(ii) Az 4j valtozok Poisson-algebréja izomorf az n-mértékben hasznalt valtozok
Poisson-algebréjaval:

n-mérték altalanositas
{ad, ok} = iné,m néj’“ {AZ, .A’c = iné,m ndjk
{O‘n’ } \/ﬁ n+m {An’ } M n+m (16 376)
{ap ) am} - _ ( m) \(/2’? 7:+m {An 3 A } - _7’( )MAn—i—m
{dd, Q*} = o7* {97, Q%) = o7
{q()_aQ+}:_1 {QiaQ_F}:_]'
Itt a vt = nav? és v~ = v v4 jelolést haszniltuk, ahol v4 az n-ra ortogonlis

egységvektor az n és az id6tengely sikjaban.

(iii) Az n-mértékben a koordinatak az L, = 0 hiperfeliiletre vannak korldtozva,
és ebbol kovetkezik, hogy

o, = krlI/QT, (16.377)

n

ahol
= = Z Z Oén moﬂ (16.378)

mjl

Ugyanakkor az altaldnositott koordinaték az ai-k teljes fazisterében eleget tesznek
az

mQ* =0, mAl=0 (n#0) (16.379)

reldcioknak. Vezessiik be az
1
AOA = _QAa
KT
_ 1
L, = -5 ZAﬁfmAmA (16.380)

jeléléseket. Az L, = 0 kényszerek helyettesitheték az L, = 0 kényszerekkel, uis.
L, = L, a kényszerek altal megszabott hiperfeliileten. Ez nyilvdnvald, hiszen az
altalanositott koordinatak ezen a hiperfeliileten azonosak az n-mértékben haszndl-
takkal. Kozvetlen szamoldssal beldthatjuk, hogy az L,, kényszerek a Virasoro-algebranak
tesznek eleget:

{Ln, L} = —i(n—m)Lpim (16.381)



Az L, = 0 kényszerek feloldhatdk, és A, (n # 0) kifejezhet8k a transzverzélis

koordindtakkal, mivel Af = 0:

Ml*—‘

— ——(A+A + Ay A+——ZZA; WAL,

m j=1

ahonnan

2

20t 7o
\ngL (n #0).
Az algebrak izomorfidja miatt:
{LyLh} = —iln—m)Cp

A bevezetett uj valtozok konforminvariancidja kifejezheto
{A2 L} =0, {Q" L} =0
alakban. A hidr nyugalmi tomegének négyzete:

M? = QAQAszA{f.AoA

= —2km(Lo+ > Z.Aj_mAfn).

m>0 j

-2
Z + A;L*TTLAT_; - z 'AgLfm'AJ

(16.382)

(16.383)

(16.384)

(16.385)

(16.386)
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