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Bevezetés

Ez a jegyzet a molekuldk elektronsiiriiség—elméletével foglalkozik. Egzakt, a
kvantummechanikdn alapulé targyalast nytjt. De nem a szokasos, hagyoméanyos
kvantumkémiat fejti ki. A stliriségfunkciondl elmélet segitségével teljesen tjszerii
targyalasat adja a molekuldk kvantumelméletének. Abban kiilonbozik a szokasos
kvantumkémiai targyaldstol, hogy itt az elektronsiirtiség az az alapveté mennyiség,
mellyel minden tovdbbi mennyiség kifejezhetd, nem pedig a hulldmfiggvény. Ez
egyrészt Oriasi egyszeriisodést jelent, masrészt sokkal szemléletesebb, érthetobb le-
irdst eredményez. Hiszen nem a sokvaltozés — a valtozok szama 4 x N, ha N az
elektronok szdma — hulldmfiiggvénnyel, hanem a kozonséges 3 dimenzids térben
értelmezett o(z,y, z) striiségfiiggvénnyel kell dolgozni.

Az elmélet szemléletessége és egyszeriisége mellett tovabbi — ma még részben
belathatatlan — lehetOségeket rejt magdaban. fgy példaul tobb, a kémidban mar
régéta hasznalt fogalomnak lehet megadni az egzakt definicidjat (pl. elektronega-
tivitas). Segitségével be lehet bizonyitani néhdny mér kordbban felismert és széles
korben alkalmazott elvet (pl. az elektronegativitds kiegyenlitédésének az elve). A
kémia reaktivitas egyszeri, szemléletes modelljét lehet vele megalkotni.

A jegyzetet ugy igyekeztem felépiteni, hogy konnyen tudjak haszndalni azok is,
akik nem elsésorban az elmélet elvi kérdéseire kivancsiak, hanem inkabb arra, hogy
a bevezetett 1j fogalmak hogyan alkalmazhatdok a molekuldk elektronszerkezetének
leirasara. Ezért a leheto legrovidebben foglalom ossze az elmélet formalis részét.
Az elvi kérdések irant érdeklédok szaméra a fiiggelékben fejtek ki részletesen tobb
fontos tételt és dltaldnositast.

Az elso fejezet az elektronsiiriiség fogalmaval, mérésével és legfontosabb tulaj-
donséagaival foglalkozik. A masodik fejezet a statisztikus elméletet tekinti 4t. A har-
madik és a negyedik fejezetek foglaljak Gssze magdat a formalis elméletet. Az 6todik
és a hatodik a jegyzet talan leglényegesebb fejezetei: ezekben a fejezetekben jelennek
meg az 1j fogalmak, (igy pl. az elektronegativitds, keménység, ligysig), az 0j elvek
(pl. az elektronegativitds kiegyenlitédésének elve) és ezek alkalmazdsai. A fiiggelék
els6 része a varidciészamitas dibhéjban. A masodik és a harmadik rész a formalis
elmélet kiterjesztését mutatja be nem egész betoltési szamokra és spinpolarizalt eset-
re. A negyedik rész az altaldnositott Hellmann-Feynmann tételt bizonyitja be. Az
otodik rész a Slater—féle &tmeneti allapot médszert ismerteti, melynek segitségével
konnyen szamithaté az ionizacids energia, a gerjesztési energia, az elektronaffinitas
és az elektronegativitds. A hatodik rész a viridltétel kiillonboz6 valtozatait tekinti
at és végiil a hetedik rész formalis egzakt egyenletek hierarchidit vezeti le kiillonb6zo
energiafunkciondlokra.

Ajanlom mindazok figyelmébe, akik idegenkednek a nagy matematikai ap-
paratussal dolgoz6 kvantumkémiatol. a



1 AZ ELEKTRONSURUSEG

1.1 Miért az elektronsiirtiség?

Atomok és molekuldk elektronszerkezetét kivanjuk targyalni. Az az alapveto
mennyiség, melynek segitségével az elméletet felépitjiik, az elektronsiirtiség. Miért
éppen az elektronstiriiség? — vethetjiik fel a kérdést. Miért van ilyen meghatdrozo
szerepe az elektronsiiriiségnek?

A kvantummechanika szerint a
HYV = EV (1.1)

Schrodinger—egyenletet kielégité W(xy,Xs, ..., Xy) — ahol x mind az r tér—, mind
az s spinkoordindtakat jeloli — hulldmfiiggvény ismeretében elvben barmely fizikai
mennyiség atlagértékét meg lehet hatarozni. A ¥ hullamfiiggvény tartalmaz a rend-
szerre vonatkozé minden informécidt, vele minden keresett mennyiség meghataroz-
haté. ¥, ha N, az elektronok szdma nagy, sokvaltozés fliggvény. (4N a véltozok
szama). Valéjaban nincs is mindig sziikség arra az éridsi mennyiségi informéciéra,
melyet ¥ hordoz. A p(r), elektronsiiriiség, mely definicié szerint a ¥ integraldsaval
a kovetkezé maédon 4ll eld:

Q(I‘l) = N/\Il*(xl, X9, ..., XN)\I](Xl, X9,... ,XN)dsldXQ e dXN s (12)

s, amely masképpen megfogalmazva az adott r pontban a térfogategységre eso elek-
tronszamot jelenti, mar lényegesen kevesebb informdciét tartalmaz. De, mint azt a
3. fejezetben bebizonyitjuk, ez az informécié is elegendo elektronrendszerek alapal-
lapotanak leirasahoz. Mivel a ¥ hullamfiiggvény 1-re normélt, az elektronsiiriiség
integralja megadja a rendszerben 1évo elektronok N szamét

/Q(rl)drl =N. (1.3)

(Megjegyezziik, hogy mivel az elektronok megkiilonboztethetetlenek, nem érdekes,
hogy melyik N — 1 elektronkoordindtara torténik az integralds (1.2)-ben.)

Annak, hogy az elektronsiliriiség az elmélet alapmennyisége, rengeteg elonye
van. A legfontosabbakat az alabbiakban foglaljuk Gssze.

(a) A hdromvaltozés o(r) elektronsiiriiség alkalmazdsa a sokvéltozés ¥ hul-
lamfiiggvény helyett oridsi egyszeriisodést jelent. (Az elektronszam no-
vekedésével ¥ véltozdinak szama is n6. Az elektronsiiriiség mindig csak
hédromvaltozos fiiggvény, fiiggetleniil az elektronok szaméatol.)



(b) Az elektronsiiriség megfigyelhetd fizikai mennyiség, kisérletileg meg lehet
hatdrozni. Igy a kiilonbozé szamitasok, ill. kozelitések kozvetleniil elle-
norizhetok.

(c) Az a tény, hogy az elektronsiiriiség haromvéltozés fiiggvény, lehetévé
teszi egyszerli, de nagy heurisztikus erejii modellek alkalmazdsat. Az
elektronstiriiség konnyen szemléltethetd, sok fizikai, kémiai jelenség értel-
mezését teszi egyszertibbé. A kémiai kotés elmélete végsosoron az elekt-
ronstiriiség elmélete.

(d) Novekszik jelentésége az oktatdsban. Szdamot tarthat majd mindazok
figyelmére, akik valami miatt idegenkednek a nagy matematikai appara-
tussal dolgozé kvantumkémiatol.

Hatranya csak annyiban van az elektronstliriiség alapmennyiségként valé al-
kalmazasanak, hogy az elmélet még nem minden részletében kidolgozott és igy a
konkrét alkalmazasokban bizonyos kozelitéseket tartalmasz.

A U hulldmfiiggvény kielégiti az (1.1) Schrodinger—egyenletet, ahol a H Ha-
milton—operator explicite felirhatd. Az elektronsiiriiséget viszont mar nem hataroz-
hatjuk meg kozvetleniil az (1.1) Schrédinger—egyenletb8l. A jegyzet jelentds részét
— 3. és 4. fejezetek — szenteljitk annak a kérdésnek a tisztazdsira, hogy mi léphet
az (1.1) egyenlet helyére.

1.2 Az elektronsiriliség mérése

Az elektronsiiriiség megfigyelhetd fizikai mennyiség, azaz kisérletileg meg lehet
hatdrozni. Rontgenszérassal az elektronsiirtiség Fourier-transzformaltjat lehet mérni.

A p(r) elektronsiirtiség—eloszldson torténd rontgenszérast teljesen jellemzi az

f= / o(r) exp (i K Sr)dr (1.4)
integral, ahol K = 27” és A a bees6 sugarzas hulldmhossza.
S=s—s¢, (1.5)

ahol s és sy a visszavert és a bees6 sugarzas irdnyaba mutat6 egységvektor. Az f(k)
szorasi faktor éppen a o(r) siirliség Fourier—transzforméltja

f(k) = /g(r) exp(ikr)dr . (1.6)
Gombszimmetrikus toltéseloszlas esetén (pl. zart héji atomok)
sin kr

f(k) = /Q(?“) p 4rridr | (1.7)

0




ahol k£ = @ 0 szogl szoérds esetén. Pl. Z rendszdmu H—szeri ion toltéseloszlasa

o(r) = Z_33 exp (—2a—ZOT) , (1.8)

Tad
ahol ag az els6 Bohr—pélya sugara. A szérasi faktorra az (1.7) képletbél

16

0= Gy (1.9)
adodik. A k£ — 0 hatdresetben
flk=0)= /Q(r)dr - N (1.10)

az elektronszamot kapjuk.

Az elektronstiriiség tehdt az (1.6) Osszefiiggésen keresztiil rontgenszérassal meg-
hatdarozhaté. Ellentétben a hullamfiiggvénnyel, a stirtiség mérhetd fizikai mennyiség.

1.3 A stiirtiség tulajdonsagai

A stlirtiség mindeniitt 0-tél kiilonboz6. A magoktdl tavoli, aszimptotikus visel-
kedését

o(r) ~ Ar®" exp(—2y/2Lin 1) (1.11)

alakban frhatjuk fel, ahol A allandé

v = (2Lmin) <Z Za) (1.12)

[0
és Inin a legalacsonyabb ionizacids energia.

A stirtiség majdnem mindeniitt folytonos és differencidlhaté. Kivétel a magok
R, helye, ahol a siirliségnek csicsa (cusp) maximuma van, és a slirliség gradiense
nem folytonos. Ezekben a pontokban fennallnak a Kato—tételek

lim KQ + 22a> géﬂ(r)] =0, (1.13)

r—Rq (97‘
ahol
1 )
osu(r) = — /dﬁd(p sin 9o(r, ¥, @) (1.14)
A7

a szogekre atlagolt siiriiség.



A sliriség jellemzi a toltéseloszlast. A klasszikus elektrodinamikdban egy
toltésrendszert a multipdlmomentumaival jellemezziik:

27 T 00
Qum = /dgpeim‘p/dﬁle(cos 9) sinﬁ/dw”zg(r,ﬁ,w) : (1.15)
0 0 0

melyek kisérletileg megfigyelhetok. Pl. a masodik momentum

(r?) = / drr?o(r) (1.16)

a Langevin—Pauli-féle diamdagneses szuszceptibilitassal hozhat6 kapcsolatba. &



2 A STATISZTIKUS ELMELET

2.1 A szabad elektrongaz

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk, hogy mit mondhatunk az elektronstiriiségrol
a statisztikus fizika segitségével. A Bohr-féle korrespondencia elv szerint a kvan-
tummechanika és a klasszikus mechanika ugyanarra az eredményre vezet nagy kvan-
tumszamok hataresetében. Tekintsiik most ezt az in. kvaziklasszikus tartomanyt.
Jeloljék z,y, 2, pg, Py, P, a fazistér koordindtait. A statisztikus fizika szerint a fazistér
egy h? térfogatelemének 2 kvantuméllapot felel meg, figyelembe véve az elektron
spinjét is. Az elektronok eloszlasit a Fermi-Dirac—eloszlasfiiggvény adja meg:

1

- — 2.1
e T +1 (21)
ahol €, u,k és T rendre az elektron energidja, a kémiai potencidl, a Boltzmann-

allandé és az abszolut homérséklet. T — 0 hataresetben

)1 ha e
f_{O ha e>p (2:2)

azaz az elektronok a legmélyebben fekvd energiadllapotokat toltik be. Valameny-
nyi p—nél kisebb energidju allapot be van toltve, mig a p—nél nagyobb energidju
allapotok nincsenek betoltve.

Szabad elektronokrdl 1évén szé

2
Py

- £ 2.3

H om’ (2.3)

ahol m az elektron témege, p, pedig az el6fordulé legnagyobb impulzus. A legkisebb
energidju kvantumaéallapotok az impulzustér origéja koriili p, sugari gomb belsejében
vannak. Ezen gomb térfogata

dr 4

Az Q) térfogati dobozban 1év6 elektronok
47
£l PZQ (2.5)

térfogatot hataroznak meg a fazistérben, melyet elosztva az egy elektronnak megfelel6
fazistérfogattal, kapjuk az elektronszamot

4_7Tp3Q
3 % N 2.6
5 =N (2.6)

2



A (2.6) Osszefliggésbdl a maximalis impulzus

1 3 1/3
m=5(2) he”, (27)
ahol
N
0= 5 (2-8)

az elektronsiirtiség. A maximalis energia pedig

2 1 2/3 h2
w, = b2 (5) - (2.9)

™ m

Az elektrongéz energidja:

2
p° ,.dpdr
2/— 9.1
2mf h3 (2.10)
Pu 2 5
P 9, S0 8T Py
- 2/—4 dp— = T Pu 92.11
/ 2m TP OPhs = 5h3 om (2.11)
2
= S NDPu (2.12)
5 2m

ahol (2.10)-ben az integréljel el6tti 2-es szorz6 a kétféle spin miatt 1ép fel. Az
f eloszléasfiiggvény helyére a (2.2) képletet helyettesitve kapjuk (2.11)-t, majd a
maximalis impulzus (2.7) képletébdl (2.12) adédik. A (2.7), (2.11) és (2.12) Gssze-
fliggésekbdl az elektrongdz térfogategységre esé kinetikus energidja:

xg 0" (2.13)
ahol
3
Xg = 1—0(37T2)2/362a0=2.87162a0, (2.14)
h2
= — 2.15
a0 me2 ( )

a legkisebb Bohr-pdlya sugara, 1 atomi egység.



2.2 A Thomas—Fermi—modell

Mozogjanak az elektronok valamely v(r) kiilsé potenciél terében. Ez lehet pl.
az atommagok altal keltett tér. Osszuk fel a rendszert részrendszerekre gy, hogy
minden kis térfogatelembe még elég sok elektron essen, (ahhoz, hogy a statisztikus
mddszert alkalmazni lehessen) és egy—egy ilyen kis celldban a potencidl j6 kozelitéssel
allando legyen. Az egyes cellak elektronjait tekintsiik abszolut nulla homersékleten
1év6 szabad elektrongaznak.

Egy—egy cella kinetikus energiastiriiségét a (2.13) Gsszefiiggés adja meg, a teljes
kinetikus energia pedig

y—— / Ol dr (2.16)

alakba frhat6. A klasszikus elektrodinamika szerint a o(r) elektronsiiriiség altal
keltett potencial

o(r)
UCoulomb(r) = / |I‘ — I‘" dr y (217)
a Coulomb—energia pedig
1 1 r)o(r’
J = 3 /UCOulomb(r)Q(r)dr =35 / gﬁ. )_Q(I./|) drdr’ . (2.18)

A kiilsé potencidltél szarmazo energia

B, = / v(r)o(r)dr . (2.19)
Jeloljiitk E-vel a (2.16), (2.18) és (2.19) tagok Osszegét:

E=Tw+J+E;. (2.20)

Keressiik a (2.20) teljes energia minimumaét a

/g(r)dr =N (2.21)

mellékfeltétellel. (N az elektronok szdma.) A varidlds eredménye a

5
PV = (2.22)

Euler—egyenlet, ahol

V=uv -+ VCoulomb (223)



és p a kémiai potencidl. A (2.22) egyenletbél a g sliriiség

0=oo(u—V)*?, (2.24)
ahol
3/2 3/2
3 2
= — e — 2.25
7 <5XK) 37‘(’263(1,8/2 (2.25)

Felhaszndlva a siirliség és a potencial kozott fennalld
V2(V — p) = 4mp (2.26)
Poisson—egyenlet, (2.24)-bél kapjuk a
V3V = p) = dmog(V — p)3/? (2.27)
Thomas—Fermi-egyenlet.

A (2.27) Thomas—Fermi-egyenlethez elemi uton is eljuthatunk. A maximalis
p,, impulzusu elektron energidja p. Mivel itt potencidlis energia is van,

w= g—("? +V(r) . (2.28)

Felhaszndlva a Fermi—impulzus és a siiriiség kozti (2.7) relaciét éppen a

)

Euler—egyenlethez jutunk, majd a (2.26) Poisson-egyenlet segitségével a (2.27) Thomas—
Fermi—egyenletet nyerjiik.

2.3 A Thomas—Fermi—egyenlet gombszimmetrikus
potencial esetén

Tekintsiink gombszimmetrikus potencialt, azaz vizsgaljuk a Z rendszamu atom
vagy ion esetét. Ekkor a kiilsé potenciél

Ze?
=2 2.30
v " (2.30)
Irjuk a p — V kiilsnbséget
Ze?
p—V(r)=—a¢(r) (2.31)



alakban, ahol a ¢(r) fiiggvény megjelenése azt mutatja, hogy az atom vagy az ion egy
elektronja nem egyszertien csak a csupasz (2.29) Coulomb-potencidlt érzi. A t6bbi
elektron ugyanis ledrnyékolja a magot, s igy a tekintett elektron egy a (2.29)-t6l
kiilonb6z6, drnyékolt térben mozog. (2.30)-t (2.27)-be helyettesitve a

B2 3/2
e _ o7 (2.32)
dz?  x1/2
Thomas—Fermi—egyenletet kapjuk, ahol bevezettiik az
v = % , (2.33)
1(9r2\'*  0.88334

univerzalis valtozot.

A (2.31) Thomas—Fermi—egyenlet a megfelel§ hatéarfeltételek figyelembevételével
numerikusan megoldhaté. A megoldasnak komoly hidnyossagai vannak. Igy pl. a
mag kornyékén

1
0~ 55 00 ha r—0. (2.35)

A stirtiség aszimptotikus viselkedésére pedig
1
o~—5—>0 ha r—o0 (2.36)
r

adédik. (Mint lattuk az (1.11) képlet szerint exponencidlisan kell a siiriiségnek
lecsengenie.) Az 72o(r) radidlis stirliség nem mutat héjstruktirat. A modell sze-
rint nem léteznek negativ ionok. Tovabbi komoly hidnyossidga a Thomas—Fermi-
modellnek, hogy nem ad szamot a kémiai kotésrol. A modell t6bb kiilonbozo kiter-
jesztése, altalanositasa ismeretes, melyekre azonban jelen jegyzetben nem tériink ki.
&®



3 A HOHENBERG-KOHN-ELMELET

3.1 A Hohenberg—Kohn—tételek

Legyen az N elektronbdl &4ll6 rendszeriink alapallapotban és hasson rd v(r)
kiils6 potencial. A magokat nyugalomban 1évoknek tekintjiik. A kvantummechani-
kaban a kiilonbozo fizikai mennyiségeket altalaban a ¥ hullamfiiggvény segitségével
hatdrozzdk meg. Alapéllapotban ez leggyakrabban az E[¥] energiafunkciondl mini-
malizalasaval torténik. Adott elektronrendszer esetén a v kiils6 potencial megadasa
teljesen meghatarozza a Hamilton—operatort, igy az N elektronszdm és a v kiilsé
potencidl végiilis megadja az alapdllapot valamennyi tulajdonsagat.

Az els6 Hohenberg-Kohn-tétel szerint a o(r) elektronsiiriiség az az alapvetd
mennyiség, melynek segitségével az alapallapot valamennyi tulajdonsiga jellemez-
heto. Pl. a p ismeretében eloallithaté az N és a v is.

I. Hohenberg—Kohn—tétel: A p elektronsiiriiség egy trividlis additiv allandé
erejéig egyértelmiien meghatdrozza a v kiilsé potenciélt.

Mivel
/g(r)dr =N, (3.1)

a slirliség megadja az elektronszamot. Mint mar emlitettiik N és v ismeretében
eléallithato a Hamilton—-operator, abbdl pedig a hullamfiiggvény.

o— v, N—FE

A tétel a varidcios elv segitségével nem degeneralt alapallapot esetén nagyon egy-
szeriien, indirekt médon bizonyithato.

Bizonyitas:

Tegyiik fel, hogy létezik két, v és v’ egymdstél nem csak additiv dllandéban
kiilonbozo kiils6 potencidl, melyek ugyanahhoz a o elektronstiriiséghez vezetnek. Ez
egyuttal azt is jelenti, hogy két kiilonbozé Hamilton—operdtorunk van H és H,
melyekhez tartozé hulldmfliggvények W és W' természetesen kiilonbozéek, viszont a
o slirliség ugyanaz: ¢ = p. Alkalmazzuk most a varidciés elvet a H Hamilton—
operatorra a W' prébafiiggvénnyel

Ey < (V|H|V) = (V|H'V) + (V|H - H'|T")
= B+ [ o) - v'@)dr, (3.2)



ahol Ey és Ey a H és H' alapallapoti energidja. Itt felhasznaltuk, hogy a H
és H' Hamilton operatorok csak a kiilsé v ill v/ potencislban kiilonbdznek. (1d.
(2.19)). Majd irjuk fel a varidciés elvet a H' Hamilton-operatorral és legyen ¥ a
probafiiggvény. Ekkor

By < (UH'|W) = (V|HV)+ (V|H' - H|V)
= Ey— / o(r)[v(r) — v/ (r)]dr . (3.3)

Osszeadva a (3.2) es (3.3) egyenlétlenségeket az Fy + Ej) < Efy + Ey ellentmondésra
jutunk. Tehat nem létezik két, nem csak trividlis additiv allandéban kiilénb6z6
potencidl, melyhez ugyanaz a stirtiség tartozik.

A p stliriség tehat meghatarozza Nt és v—t, valamint az Gsszes alapallapoti
jellemz6jét a rendszernek. Pl. a T'[p] kinetikus energidt, a V[p| potenciélis energidt,
az E[p] teljes energidt. Irjuk a teljes energidt

Eylo] = Tlo]+ Vaelo] + Veelo]
- / o(r)v(r)dr + Fux[o] , (3.4)

alakba, ahol

Violo] = / o(r)o(r)dr (3.5)
Fux[o] = T[o] + Veelo] - (3.6)

A v index az F teljes energidban az energianak a kiilsé potencidltél vald fiiggését
hangsilyozza. A V,.[g] elektron—elektron kélesonhatési energiabdl levélaszthaté

Veelo] = J[o] + nem klasszikus rész , (3.7)

a J[o] klasszikus taszitasi energia:
1 ro(re) .
= drdr’ . 3.8
J[o] 2/ -1 rdr (3.8)

A (3.7) képletben szereplé masodik tagnak nincs klasszikus megfelel6je. Ez a tisztdn
kvantummechanikai rész, mely {6 részét alkotja a késébb definidlandé kicserélédési—
korreldcids energianak, alapvetd jelentOségu.

A mésodik Hohenberg—Kohn—tétel varidciés elvet mond ki az E[g| energia-
funkciondlra. Ez analég a hullamfiiggvényre vonatkozé varidciés elvvel.



II. Hohenberg—Kohn—tétel: Tetszbleges olyan p(r) préba siiriiségfiiggvényre,
melyre fenndll, hogy o(r) > 0 és [ o(r)dr = N teljesiil, hogy

Bizonyitas:

Az elsé Hohenberg—Kohn—-tétel alapjan tudjuk, hogy a g(r) siirliség megha-
tarozza a hozza tartozé o(r) kiilsé potencidlt, a H Hamilton-operatort, ¥ hulldm-
fliggvényt. frjuk fel a varidcids elvet a v kiilsé potencislhoz tartozé H Hamilton—
operatorra a W préba fiiggvénnyel.

WD) = [ a)o(r)dr + Fla) = B[2] > Euld] (3.10)
A variacios elv
6 {Eufg] - plo(x)dr — NI} =0 (3.1)

a részecskeszdm allanddsdgdra vonatkozé mellékfeltétel figyelembe vételével a

IE,[o] § Fuk|o]
_ _ 3.12
p= " = () + (312
Euler—egyenletre vezet, ahol a pu Lagrange-multiplikdtor a kémiai potenciél (ill. az
elektronegativitas negativja) (1d. 5 fejezet).

A (3.12) Euler-egyenlet egzakt. Ha ismernénk az F[g] funkciondl egzakt
alakjat, akkor (3.12) egzakt egyenlet lenne a siirtiség meghatdrozasara.

3.2 Az elektronsiiriiség v— és N—eloallithatésaga

Az el6z0 részben arra a meglepo eredményre jutottunk, hogy az alapallapoti
elektronstiriiség egyértelmiien meghatdroz valamennyi alapallapoti tulajdonsdgot.
Vizsgaljuk most részletesebben p és v kapcsolatat.

Valamely g elektronsiiriiséget v—bdl el6allithaténak hivunk akkor, ha a v kiilsé
potencidlt tartalmazé H Hamilton-operdtornak van olyan alapdllapoti antiszim-
metrikus hulldmfliggvénye, melyhez tartozé elektronstiriiség éppen p. Valamely
elektronstiriség nem feltétleniil v-bal eldallithaté. Azaz lehet konstrudlni olyan
elektronstiriiséget, melyhez nem taldlhaté olyan v kiilsé potencidl, melyet tartal-
maz6 Hamilton—operator alapallapoti hullamfiiggvényéhez tartozé elektronsiiriiség
éppen az adott elektronsiiriiség lenne.

Az els6 Hohenberg—Kohn-tételt pontositani kell: a tétel csak a v—bdl eloallitha-
to stiriiségekre vonatkozik. Tehat egy—egyértelmi leképezés all fenn az alapallapoti



hullamfiiggvények és a v-bdl eldallithaté elektronstiriiségek kozott. Ezen leképezé-
sen keresztiil a v-bdl el6dllithato siirtiség meghatdrozza a hozzatartozé alapallapot
tulajdonsagait. Azt mondhatjuk tehat, hogy valamennyi alapallapoti jellemzdje a
rendszernek az elektronsiiriiség funkciondlja. Ezek a funkciondlok azonban csak v—
bol eldéllithaté elektronstiriiségekre vannak értelmezve. A (3.6) Fux|o] funkciondl

Fuk[o] = (V[T + Ve |0}, (3.13)
ahol ¥ az alapéllapoti hullamfiiggvény, melyhez tartozé elektronsiiriiség éppen a
v—eldallithato o elektronsiiriiség.

A masodik Hohenberg—Kohn—tétel egyszeriien azt allitja, hogy valamennyi v—
bdl el6dllithato slirtiségre

Eyfo] = Fulo] + [ v(r)o(x)dr > E, o] (3.14)

ahol E,[g| a v kiils6 potencialt tartalmazé Hamilton—operator alapallapoti energidja
és oo a hozzd tartozé alapdllapoti stirliség.

A Hohenberg-Kohn-tételek tehat csak v-bol eldallithaté stirtiségekre alkal-
mazhaték. Nem hasznalhatjuk a (3.14) varidciés elvet, ha a siirliség nem v—bél
elédllithat6. Rdadasul ma még nem ismeretes, hogy milyen feltételeknek kell eleget
tennie a siirtiségnek ahhoz, hogy v-bdl eléallithatd legyen.

Szerencsére azonban, a Hohenberg-Kohn-tételek altalanosithatdk gy, hogy a
v eloallithatésaganal gyengébb, az N-eléallithatésdg is elegendo legyen. Egy stiriiség
N-eléallithat6, ha az valamely antiszimmetrikus hullamfiiggvénybdl nyerheto. Az
N elééllithatosag feltétele teljesiil minden épkézlab siirtiségre. Pontosabban fogal-
mazva, be lehet bizonyitani, hogy a p stiriség N eloallithatd, ha

ofr) > 0, (3.15)
/g(r)dr = N (3.16)

és
/\Vg(r)1/2\2dr < 00 . (3.17)

A Hohenberg-Kohn-tételeket Levy altaldnositotta, ezzel foglalkozunk a kovetkezd
részben.



3.3 A Levy—féle altalanositas: a korlatozott keresés
modszere

Mint lattuk egy—egyértelmii megfeleltetés van a gy alapallapoti sirliség és a
U, alapallapoti hullamfiiggvény kozott. Izgalmas kérdés, hogyan hatdarozhaté meg
Uy go-bdl. A forditott kérdés trividlis: W, ismeretében g, az (1.2) képlet sze-
rint szdmithaté. Azonban végtelen szdmi olyan antiszimmetrikus (nem feltétleniil
alapéllapoti) hullamfiiggvény létezhet, melyek mindegyikéhez ugyanaz a siirtiség tar-
tozik. Hogyan valaszthatjuk ki kozilik a W, alapallapoti hullamfiiggvényt? A
valaszt Levy adta meg. Az alapallapotra vonatkozé energia minimum elv szerint

(Vo[ H| o) > (Wo| H| W) = By . (3.18)

ahol

A

N

H=T+ Ve +> v(r). (3.19)
i=1

(3.18) gy is irhato, hogy

(ool + Vee[Wp0) + [ 0(x)0o(r)dr >
(Wo| T + Ve Wo) + / v(r) 0 (r)dr . (3.20)
fgy
<\P90‘T + Vee|\I’go> > <‘IIO‘T + Vee|q10> ) (3-21)

azaz az ugyanazon g siriiséghez tartoz6 hullamfiiggvények kozil a ¥, alapallapoti
hullamfiiggvény teszi minimalissa a (T + V,,) varhaté értéket. Ha a (3.21) képletet
Osszehasonlitjuk a (3.13)-mal, 1dtjuk, hogy v—el8allithaté siirtiségekre

Fuk[oo] = (To|T + Vie|¥o)
= Min(U|T + V,.|¥) . (3.22)
U— 00

Ez az Fux|0o] stirtiségfunkciondlnak a korldtozott keresés médszerével valé definicidja.
A (T +V,.) 4tlagérték minimumét keressiik mindazon hulldmfiiggvények korében,
melyek valamennyien a gy stiriiséggel rendelkeznek. Fyk|[oo] éppen azzal a mini-
mummal egyezik meg.

Az Fyk[oo] funkciondl (3.22) definicidja egyrészt 1ij bizonyitdsit adja az elsé
Hohenberg-tételnek, masrészt ez a bizonyitds nem korlatozodik nem—degeneralt
allapotra. A korlatozott keresés modszerével a degenerdlt hullamfiiggvények egyikét
kapjuk azt, amelyik stirisége og.



A korldtozott keresés (contrained search) elnevezés onnan sziarmazik, hogy a
Hamilton—operator dtlagértékének minimumat nem a teljes Hilbert-téren keressiik,
hanem a Hilbert—térnek csak azon részén, melyet kifeszité hullamfiiggvényekhez tar-
t0z06 striliség go.

A korlatozott keresés (3.22) képletében mar nincs felhasznélva a v eléallitha-
t6sag, tehat igy az Fuk[oo| definicidjat kiterjesztjiik az N eléallithato stirtiségekre:

Flo] = Min(U|T" + V,.|i¥) . (3.23)
v—po
Az alapallapoti energia meghatdrozasa tehat két 1épésben torténik:
E, = M\Ijln<\I!\T + Ve + Zzzlv(rz)\\m

= Min {Min(\II|T + Ve + Zv(ri)\\m}

U—p =1

_ Min{yig [<m|T+Vee|x11>+ / v(r)g(r)dr]} . (3.24)

4

Felhaszndlva Fp| (3.23) definiciéjat (3.24) igy irhaté tovabb
Ey = Min {F[Q] +/ v(r)g(r)dr}
= MginE[g], (3.25)
ahol
Elg] = Flol + [ v(x)o(x)dr . (3.26)
Az F|p| funkciondl univerzilis abban az értelemben, hogy fiiggetlen a v(r) kiils6

tért6l. Azaz F[p] mindig ugyanaz,akdrmilyen atomot, iont vagy szildrdtestet néziink.
®



4 A SLATER-GASPAR-KOHN-SHAM
ELMELET

4.1 A kolcsonhatas—mentes rendszer

A 3. fejezetben lattuk, hogy az elektronrendszer alapallapoti stiriisége a (3.12)
Euler—egyenlet megoldasaval hatarozhat6 meg:

dFg]
0 T (x)=p, (4.1)
melyet az
Blo) = Flo+ [ o()v(r)dr (42

energiafunkciondl minimalizélasakor kaptunk a

/ o(r)dr = N (4.3)

mellékfeltétel alkalmazasaval.

A (4.2) energiafunkciondlban szereplé F'[p]-t azonban nem ismerjiik és a 3.2.
fejezetben ismertetett modelleknek komoly hidnyossdgai vannak. Hogyan lehetne
ezeknél sokkal jobb modelleket kidolgozni? Az F' funkciondlban

Flo] = T[o] + Veelo] (4.4)

szerepl6, egzaktul nem ismert tagokbdl a T' kinetikus energiat vegyiik alaposabban
szemigyre.

Képzeljiink el egy olyan rendszert, melyben az elektronok kézott nincs koleson-
hatds. Egy ilyen rendszer nagyon egyszeriien targyalhaté. A Hamilton operatora

H, = é (—%Vf) + Zivs(ri) , (4.5)

ahol vs(r;) az a kiilsé potencidl, melynek terében az elektronok mozognak. Egy ilyen
rendszerre az egzakt alapallapoti hullamfiiggvény

1
U, = — det{uq,us...un}, 4.6
~ {ur, ug N} (4.6)

melyet a

HY, = E,U, (4.7)



Schrodinger—egyenletbe helyettesitve a
- 1
hsu; = {—§V? + Us(l'i)} ( (4.8)

egyelektron egyenlethez jutunk. A (4.6) determindns hulldmfiiggvénnyel képezve
a kinetikus energia operator atlagértékét, a kolcsonhatasmentes rendszer kinetikus

energijjara a
N
Ts = <\Ijs \Ifs> = Z <UZ

i=1
addédik. A (4.6) hullamfiiggvényhez tartozo stliriiség

N

2 (=2v)

i=1

1
_EV?

u> (4.9)

Mﬂ=;WﬁW- (4.10)

Olyan kolcsonhatdsmentes rendszert vizsgalunk, melyhez tartozo siirtiség megegyezik
az eredeti kolesonhaté rendszer stiriiségével. (Természetesen sem a Hamilton—operdtor,
sem a hullimfiiggvény nem egyezik meg a két rendszerben.)

4.2 Az Euler—egyenlet

Nem ismerjiik az egzakt 7" kinetikus energiafunkciondlt, de ismerjiik a kéleson-
hatdsmentes rendszer 7 energiafunkciondljat. Vegyiik 7" helyett egyszertien 15—t az
Fo] (4.4) képletében és a T, = T —T; kiilonbséget pedig kezeljiik a V. taggal egyiitt

Flo] =T + Vee + T (4.11)
Vee + T = J[o] + Ezcla] , (4.12)
Flo] = Tlo] + J]o] + Exclo] - (4.13)

Az E,.[o]-t kicserélédési—korrelacids energiafunkciondlnak hivjuk. Az F[g] funkcio-
nalnak a kolesonhatdsmentes rendszer kinetikus energiafunkcionaljaval felirt (4.13)
alakjaval a (3.4) energiafunkciondl az

Elg = [ ox)o(x)dr + T, [e] + Tlo] + Frclo] (4.14)
alakot 6lt. Ezen energiafunkciondl varidldsdval a (3.12) Euler—egyenlet

SE[g] 6Tylo] | 6J]o] | 0Eq]o]
e A TR TR

(4.15)



alakban irhaté fel. Bevezetve a

USGKS (r) = U(r) + vCoulomb (r) + /U-'Ec(r) (4]‘6)
jelolést, ahol
_O0Jle] [ oel)

vCoulomb(r) - 5@ - / ‘I‘ — I'I| dr (417)

és

E

Vge(T) = d ;;[Q] , (4.18)

a

0T[o

= tane®) + (4.19)

Euler—egyenletre jutunk. Az FE,.[o] kicserélédési—korrelaciés energiafunkciondl o
stirtiség szerinti v,. funkciondlderivaltjat kicserélédési-—korreldciés potencidlnak ne-
vezziik. Az Euler—egyenlet ezen 1j, (4.19) alakja még nem alkalmas kozvetleniil a
stirtiség meghatdrozasara, mivel a 7T funkciondlt nem a p, hanem az u; egyelektron
fliggvények funkcionéljaként ismerjiik. Ha a varidlast az u;—k szerint végezziik, akkor
a Slater-Gaspar-Kohn-Sham-egyenletekhez jutunk. Ezzel foglalkozunk a kovetkezo
részben.

4.3 A Slater—Gaspar-Kohn—Sham-egyenletek

Tekintsiik a (4.14) energiit az u; egyrészecske—fiiggvények funkciondljaként:

Elu;] = Z/ r)|w;(r)2dr + = Z/

1
- §V2:| U; (I‘)dl‘

1 N )[® S
O R R 9 P T ICEY
< 1] ‘ i=1

Az u; egyrészecske—fiiggvények ortonormaltak, azaz

/UI(X)Uj(X)dX = dj , (4.21)

ezt mar felhasznaltuk a kinetikus energia (4.9) alakjanak felirdsakor is. A (4.21)
feltételeket &;; Lagrange—multiplikdtorok bevezetésével vessziik figyelembe, vagyis
Elu;] helyett az

Qfu;] = Elu] - 33 &5 / ul (x)u; (x)dx (4.22)

i=1j=1



funkciondlt varialjuk. A varidlés a
. 1 N
2
hgousti = [_§V + Vsaxs (I‘)] U; = Z‘Eijui (4'23)
i=1

egyenletekre vezet. hggxs 6nadjunglt operdtor, gi; onadjungdlt matrix, igy (4.23)
helyett unitér transzforméaciéval a

1
—5 V2 + USGKS(r) U; = E; Uy (424)

Slater-Gaspar-Kohn-Sham-egyenletekhez jutunk.

Az elektronok a vsgrs k0zos, effektiv potencidltérben mozognak. A Slater—
Gaéspar-Kohn-Sham-egyenletek segitségével a kolcsonhato rendszer leirasat egy fiig-
getlen részecskerendszer leirdsira vezettiik vissza. A kolcsonhatdst a v, . PO-
tencial foglalja magdba. A Slater-Gaspar—-Kohn—-Sham—egyenletek a kolcsénhato
rendszer egzakt leirdsat jelentik. A kdlcsonhaté rendszert tehat dgy targyaljuk,
mint egy kolcsonhatdsmentes rendszert, melyben az elektronok egy kozos, effektiv
potencidltérben mozognak.

Bar a Slater-Géaspar-Kohn—-Sham-egyenletekkel egzaktul leirhatok az elekt-
ronok, a gyakorlatban mégis kénytelenek vagyunk kozelitésekhez folyamodni, mivel
a (4.16) vsgrs potencidlban szerepld v, kicserélédési—korrelacids potencidl egzakt
alakja nem ismeretes. w,. kozelitésére sok lehet6ség van. Ezek elemzésére itt
nem tériink ki. Csupan a legegyszeriibb kozelité formuldrdl tesziink emlitést. Az
un. Hartree-Fock—Slater vagy X, mddszer keretében az elektronsiirtiség 1/3-ik
hatvanyaval ardnyos kozelito potencidlt vesznek:

Vge ~ 02 . (4.25)
Megjegyezziik még, hogy a Slater-Gaspar-Kohn-Sham—elmélet kiterjesztheto

tobbek kozott nem egész betoltési szamokra és spinpolarizalt esetre is. Ezek rovid
osszefoglaldsa a fiiggelék 2. és 3. fejezetében taldlhaté. &



5 GLOBALIS JELLEMZOK

5.1 A kémiai potencial és az elektronegativitas

A stirtiségfunkcional elméletben a rendszer E energiaja a o stirtiség funkciondlja
E[p]. A variaciés elv a (3.11) Euler—egyenletre vezet, mely

0{Elo] — u(N(e) = N)} =0 (5-1)

alakban is felirhaté. A p Lagrange-multiplikator, mely a teljes elektronszam
Md;ﬁm:N:ﬂL (5.2)

allandésagat biztositja, a kémiai potencial. Tekintsiik most az alapallapot valamely
mas alapéllapotba torténd infinitézimélis megvaltozasat:

dE = pdN + / o(r)dv(r)dr , (5.3)

ahol v a kiilsé potencidl. A kémiai potencial tehat

alakban is felirhatd. Az (5.4) képlet felirdsakor természetesen fel kell tételezni, hogy
E differencidlhaté fiiggvénye az N-nek.

A kémiai potenciadl dllandd, ugyanazt az értéket veszi fel a tekintett atom,
molekula vagy szilardtest barmely pontjaban. Vildgosan latszik a makroszképikus
termodinamika kémiai potencidljaval valé analégia. Még izgalmasabb azonban az,
hogy az elektronegativitast a kémiai potencidl segitségével lehet definidlni. A kémi-
aban mar régota hasznalt elektronegativitds egzakt definiciéja a siiriségfunkciondl
elmélet keretében sziiletett meg. Eszerint

X=—H, (5.5)

azaz az elektronegativitds a kémiai potencidl negativja, vagyis egy és ugyanazon
fogalomrél van szo.

Egyszerlien beldthaté, hogy az elektronegativitds (5.5) definicidja nagyon jé
kozelitéssel megegyezik a Mulliken—féle elektronegativitds képlettel:

_I+A

X =g (5.6)



ahol az I ionizacids energia
I=E(N-1)—- E(N) (5.7)
egy elektron eltavolitasahoz sziikséges energia, mig az A elektronaffinitas
A=—-E(N+1)+ E(N) (5.8)

egy elektron felvételekor felszabadulé energia. Fejtsiik sorba az E(N + 1)-t ill. az
E(N —1)-t az E(Np) koriil:

B = B+ (55) ame(55) @y

ON ON?
1 (O°F 3
+3i <8N3)N (ANy)? + ..., (5.9)
0
ill.
oF 1 (0’E
E(N-1) = E(N — | ANy += AN,)?
( ) ( 0)+<6N>N0 2+2<8N2>N0( 2)
1 (O°FE 3
+3 <W>NO (AN)® + ... | (5.10)
ahol
és
majd vegyiik a kiilonbségiiket
OF 0’FE
E(N+1)—E(N-1)= (8—N>NO + 2 <8N2>N0 (N —No)+.... (5.13)

Ha a sorbafejtést a semleges atom N = No elektronszdma koril végezziik, akkor
a masodrendii tag (5.13)-ban eltlinik. Igy a Mulliken—féle elektronegativitéds (5.6),
(5.7), (5.8) és (5.13) alapjan

oF
N—=—X=—U. 14
XM N X % (5 )

Tehat a Mulliken—féle elektronegativitas harmad- és magasabbrendi tagoktdl elte-
kintve megegyezik a kémiai potencial negativjaval.



A mélyebb megértés érdekében idézziik fel Mulliken gondolatmenetét is. Legyen
S és T két kémiai elem. Melyiknek nagyobb az elektronegativitdsa? Ha az S-—nek
nagyobb, akkor ez vonz magdhoz elektront a T-bol. Az ehhez sziikséges energia
I — Ag. A forditott esetben Is — A energidra van sziikség, hogy a T vonjon el
elektront S-bol. Nyilvanvaléan a két elemnek akkor egyezik meg az elektronega-
tivitasa, ha

IT_AS :IS_AT (515)
vagy atrendezve
Is+Ag=1Ir+ Ar. (5.16)

Egy — valdjaban lényegtelen — 2-es faktortdl eltekintve ez éppen az (5.6) definicidt
adja.

Az elektronegativitdst néhany atom esetére az 1. tablazat tiinteti fel. A
tablazatban kozolt értékek az (5.6) Mulliken—féle képlettel adédtak a kisérleti ioni-
zacios energidk és elektronegativitdsok felhasznédldsaval.

Az elektronegativitds meghatarozasit a Kohn-Sham—elmélet keretében a fiig-
gelék F4 fejezete targyalja. Itt csak az eredmények osszefoglaldsara szoritkozunk.
Nyilt héj esetén az elektronegativitas

OF
ani B

X = —&; (517)
a legmagasabb betoltott palya energidjanak a negativja. Zart héj esetén a helyzet
bonyolultabb, ilyenkor ugyanis két palya is szerepet jatszik a pozitiv és a negativ
ionok képzodésében. Ekkor az elektronegativitas

P — ey (5.18)

N | =

ahol a 0 index azon allapotra utal, mely koril a sorbafejtés torténik, ahol tehat az
gi és €; egyelektron energidkat szdmitani kell. Az ezen dllapothoz tartozé betoltési
szamok:

1
n) = §(nfv+1 +nh (5.19)
0 1 N+1 N-—1

ahol az N — 1 1ill. N 41 indexek a porzitiv ill. a negativ ionra utalnak.



1. Tablazat

Ionizécids energia, elektronaffinitas, elektronegativitas és keménység atomokra
(eV egységben)

Atom 1 A | y=4A|p=14

13.61 | 0.75 7.18 6.43
5.4 |0.62 3.01 2.39
94 |04 4.9 4.5
8.3 |0.28 4.29 4.01

11.27 | 1.27 6.27 5.00

14.53 | 0.07 7.30 7.23

13.62 | 1.46 7.54 6.08

17.42 | 3.4 10.41 7.01
5.15 | 0.55 2.85 2.30
6.0 | 0.46 3.23 2.77
8.15 | 1.39 4.77 3.38

10.5 | 0.74 2.62 4.88

10.36 | 2.08 6.22 4.14

12.98 | 3.62 8.30 4.68
4.34 1 0.50 2.42 1.92
Sc 6.54 | 0.14 3.34 3.20
Ti 6.82 | 0.08 3.45 3.37
\Y% 6.7 |05 3.6 3.1
Cr 6.78 | 0.66 3.72 3.06

Mn 7.44 1 0.0 3.72 3.72

=| Qv |2 = £ = O 2|l w| P& =




1. Tablazat (Folytatas)

Atom 1 A | x= % n= %
Fe 7.87 1 0.25 4.06 3.81
Co 79 10.7 4.3 3.6
Ni 7.65 | 1.15 4.40 3.25
Cu 7.73 | 1.23 4.48 3.25
Ga 6.1 |0.3 3.2 2.9
Ge 8.0 |1.2 4.6 3.4
As 9.8 0.8 5.3 4.5
Se 9.76 | 2.02 5.89 3.87
Br | 11.81 | 3.37 7.59 4.22
Rb 4.19 | 0.49 2.34 1.85
Zr 6.85 | 0.43 3.64 3.21
Nb 70 |1.0 4.0 3.0
Mo 70 108 3.9 3.1
Ru 75 | 1.5 4.5 3.0
Rn 7.46 | 1.14 4.30 3.16
Pd 8.34 | 0.56 4.45 3.89
Ag 7.57 | 1.29 4.43 3.14
In 5.9 0.3 3.1 2.8
Sn 7.35 | 1.25 4.30 3.05
Sb 8.65 | 1.05 4.85 3.80
Te 9.01 | 1.97 5.49 3.52

I 10.45 | 3.07 6.76 3.69




5.2 Az elektronegativitas kiegyenlitodésének elve

Mint az el6z6 részben lattuk, a stirtiségfunkciondl elmélet keretében lehetové
valik a kémidban intuitive régéta hasznalt elektronegativitds fogalmanak preciz
kvantummechanikai definicigja. Ezzel egyuttal Sanderson elve, az elektronegativitas
kiegyenlitédésének elve is megalapozhaté. Az elv szerint, ha két vagy tobb atom
molekulava alakul, akkor az elektronegativitasuk kiegyenlitodik. Tehat az elektro-
negativitas, s igy a kémiai potencidl is a molekula minden pontjaban ugyanazt az
értéket veszi fel. Sanderson elve a masodik Hohenberg-Kohn-tétel egyenes kovet-
kezménye. A tétel szerint ugyanis fenndl a (3.12) Euler-egyenlet:

E
66—5)] =p= alland6, (5.21)

ami éppen az elektronegativitas kiegyenlitodését jelenti.

Kiilonb6z6 magt kétatomos molekuldk esetén kiilonosen egyszeriien és szemlé-
letesen alkalmazhato az elv. A szabad atomok ionizacids energidjanak és elektronaf-
finitdsdnak (vagy elektronegativitdsanak) ismeretében nagyon kénnyen meg lehet
hatdrozni a molekula elektronegativitdsat és a molekuldban 16v6 atomok toltését
ill. a toltésatvitelt. Jeldlje a két szabad atom elektronegativitasat x% = x(Z4, N9)
ill. X% = x(Zp,N3). Za,Zp ill. N9, NS az A és B atomok rendszama ill elek-
tronszdma. Semleges atomok esetén Z, = N ill. Zp = N3. Az elektronegativitas
kiegyenlitodésének elve szerint

X(Z4a,N4) = x(Zp, Np) , (5.22)

ahol N, ill. Np a molekuldban 1évé atomok elektronszama. A toltésmegmaradds
miatt

Na+Np=NS+Ny=2Zs+Zp. (5.23)

Fejtsiik sorba az elektronegativitdst N koriil:

x(Z,N) = x(Z,N°) —2n(N — N°) + ..., (5.24)
ahol
n= —% (%) - (5.25)

(5.24)t (5.22)-be helyettesitve és megéllva a sorbafejtésben az elsérendii tagoknal

XA = 273Q = Xg + 2n5Q (5.26)



ahol
Q=N,— N} (5.27)
az A atomr6l a B atomra torténd toltésatvitel, melyre (5.26)—bdl
0 0
XA — XB
Q= XA"XB 5.28
2(n% + 1) (528

adédik. Majd Q-t visszahelyettesitve (5.26)-ba az elektronegativitdsra a
0 0
XA — X
P (5.20)
1+ %
Na
képletet kapjuk. A 2. tdblazat tiinteti fel néhdny molekula esetén az (5.28) képlettel
szamitott toltésatvitelt. Az X a—vel jelzett oszlopban az X« moddszerrel szamitott
értékek talalhatok, mig a kisérleti értékek a kisérletileg meghatarozott ionizacids
energiakbdl és elektronaffinitasokbdl szamitott toltésatvitelt jelentenek. A 3.tabla-

zat az (5.29) képlettel nyert elektronegativitds értékeket tartalmazza néhany kéta-
tomos molekuldra. (A jelolések megegyeznek a 2. tdblazat jelolésével.)

2. Tablazat

Toltésatvitel

Molekula | Xo | Kisérleti

FCl 0.12 0.09
CIBr 0.05 0.04
FBr 0.17 0.12




3. Téablazat

Néhany kétatomos molekula elektronegativitasa
(eV egységben)

Molekula | Xa | Kisérleti

BrF 8.62 8.74
CIF 9.32 9.22
BrCl 7.53 8.00
SO 7.54 6.78
SeO 7.05 7.18
PN 2.99 6.55
AsN 5.55 6.31

Tekintsiik most az energiavaltozast. Az A és B atomok energiavaltozasat
AEy = —(Na— NY)X% +n%(Na— N? + ... (5.30)
és
AEg = —(Ng — Np)xp +np(Ng — Np)* + ... (5.31)
alakba irva, a teljes energia megvaltozasa:
0 0 0 0\)2 1 (xa —x3)?
AE =AE s+ AEp~ (Xp —xa)@+ (s +mp)Q° = —5 55— 5 - (5.32)
4 (na+np)
Az (5.28) és (5.29) képletek elsérendben megadjdk a toltésatvitelt és a molekula elek-
tronegativitdsat, (5.32) pedig masodrendben az energiavéltozéast a szabad atomok
elektronegativitdsainak xY ill x% és ezek derivéltjainak % ill n% segitségével. Ha az
ionizacioés energia és az elektronaffinitds all rendelkezésiinkre, akkor az elektronega-
tivitdst a Mulliken—féle kifejezéssel adhatjuk meg (1d. (5.6))
CIa+ Ag
2

és hasonlé kifejezés irhaté fel xp—re. n meghatdrozasa érdekében vegyiik az (5.7) és
az (5.8) képletek kiilonbségét ill. az (5.9) és (5.10) képletek Gsszegét

XA (5.33)

=2n. (5.34)

N

I-A=EN-1)+E(N+1)-2E(N) = (gjv??)N: <%>

Az elektronegativitds derivaltjardl, melyre igy
X =-2n=—-I+A (5.35)

adddik, szdl a kovetkezd, (5.3) rész.



5.3 Keménység és lagysag

Tekintsiik a [N, v] kémiai potenciélt és képezziik a derivaltjat a részecskeszam

szerint:
1 (0u 1 (0*FE
1=3(5%), =3 (5w, (539

1 ON
S - % - (a)v . (5-37)

n-t keménységnek, S—t lagysagnak hivjuk.

és ennek reciprokat

Tétel: Ha E(N) konvex, akkor n > 0.
Bizonyitas: Egy f(z) fiiggvény konvex, ha 0 < A < 1-re
FOas + (1= N)za) < M) + (1— N (z2) (5.39)

Alkalmazzuk ezt az F(N) fiiggvényre, ha A =1/2, 1 = N+ AN és x5 = N — AN.
Az igy adédo egyenlotlenséghol

1 1
E(N) < SE(N + AN) + JE(N — AN) (5.39)
a
0%E
> .
e 20 (5.40)
aZaZ aAZ
n>0 (5.41)

egyenlétlenség kovetkezik. Annak, hogy az E valéban konvex, nem ismert egzakt
bizonyitdsa. Mindenesetre egyetlen ellenpéldat sem taldltak eddig (5.41)-re. Ha
(5.39)-be AN = 1-t irunk, akkor az

E(N +1)— E(N) > E(N) — E(N - 1), (5.42)
I(N +1) > I(N) (5.43)

egyenlGtlenségre jutunk. A tapasztalat megerésiti az (5.43) egyenlétlenség helyességét.
Példaként tekintsiik az oxigén ionizacids energiait, melyek a 4. tablazatban talalhatok.



Az energiat az

E(N) = — fj 1(M) (5.44)

M=1

oszzefiiggés alapjan lehet meghatarozni.

4. Tablazat

Az oxigénatom ionizaciés energidi

Tonizacids energia
(eV)
0~ 1.47
0 13.61
0t 35.15
ott 54.93
03+ 77.39
0+t 113.87
05+ 138.08
0%+ 739.08
07" 871.12

Az el6z6 részben mar lattuk, hogy a keménység jé kozelitéssel az

I—A
R (5.45)

osszefiiggéssel adhaté meg. Az igy szamitott értékeket atomokra az 1. tablazat
tiinteti fel.

A keménység fogalmdnak jobb megvilagitasa érdekében tekintsiik az
S+S5—S5t+5 (5.46)

reakciot. Az az energia, mely egy elektronnak az egyik S—r6l a masik S-re vald
atviteléhez sziikséges

AEg = Is — Ag (5.47)

éppen a keménység. Kicsi vagy zérus keménység esetén konnyen megy at elektron
S—t6l S-re, azaz S 1agy.



A tradiciondlis kvantumkémia molekulapélya elméleteiben az I — A kiilonbség
j6 kozelitéssel megegyezik a legalacsonyabb be nem t6lt6tt molekulapdlya (LUMO)
és a legmagasabb bet6ltott molekulapdlya (HOMO) energidjanak kiilonbségével. Igy

I-A

n=—75 % (eLumo — €roOMO) - (5.48)

Meg lehet mutatni, hogy a ladgysdg megadhaté a részecskeszdm fluktudcioval. Te-
kintsiink 7" homérsékletii, V' térfogati és u kémiai potenciali rendszert, mely egyen-
silyban van egy nagy kiterjedésii h6— és részecsketartdllyal. A vizsgdlt rendszer N
részecskeszdma (V) koriil valtozik. Az (N?) — (N)? szérésra a statisztikus fizikdbol
jol ismert a kovetkezd Osszefiiggés:

L o1 2] _ (ON)
o [(N?) — (N)?] = ( o )y (5.49)
Ez (1d. az (5.34) képletet) éppen a lagysdg

v - (v =5 (5.50)

Tehat a lagysag nagy értéke nagy részecskeszam fluktuacionak felel meg.

5.4 A maximadlis keménység és a minimalis lagysag elvei.
A HSAB elv
A keménység és a lagysag fogalmait Pearson vezette be
A+:B— A:B (5.51)

tipusi sav—bazis reakcidk vizsgalatara. Az A sav elektron akceptor a B bazis pedig
elektrondonor. A savakat és bazisokat a kdvetkezoképpen osztdlyozhatjuk:

kemény lagy

Savak nagy pozitiv toltési kis pozitiv toltési
nehezen polarizalhaté konnyen polarizalhato
kis méretii nagy méreti

Bazisok nagy elektronegativitdsu kis elektronegativitasu
nehezen oxidalhaté konnyen oxidalhaté

nehezen polarizalhaté konnyen polarizalhato



A lagysag és a keménység tanulmanyozasa Pearsont a maximdlis keménység
(ill. a minimdlis 1dgysdg) elvének megfogalmazdsira inditotta: A molekuldk gy
rendezddnek el, hogy a keménység a lehet6 legnagyobb legyen. Az elv egzakt bi-
zonyitdsa nem ismert. Csak egy formadlis, a statisztikus mechanikan alapulé bi-
zonyitasa létezik.

Pearson megfogalmazott egy madsik elvet is, a HSAB elvet (Az elnevezés a
”Hard and Soft Acids and Basis” kezd6betiiib6l jon), mely azt mondja ki, hogy a
kemény savak kemény bazisokkal ill. a lagy savak 1agy bazisokkal reagalnak szivesen.

Az A sav és a B liug alkossa az AB molekuldt. Mint az (5.2) részben lattuk az
energia megvaltozdsa méasodrendben ((5.32) képlet):

o 2
AF = _M . (5_52)
4(na + 1)
Bontsuk ezt két részre:
AE = AQ 4+ AQp , (5.53)
ahol
(MB - MA)2 A
AQy = — 5.54
A 4 (na +ns)? (5:54)
és
o 2
AQy = B = 1) L — (5.55)

4 (na +nB)?

Feltéve, hogy up — 4 és np adottak, milyen ns—re lesz AQQ4 minimum? Konnyen
ellenérizhetd, hogy akkor, ha

NnA="B - (5.56)

Ha viszont n4 rogzitett, akkor AQp szintén az ng = n4 feltétel mellett minimélis.
Ilyenkor

AQy = AQy . (5.57)

Tehéat éppen a HSAB elvet kapjuk. Mindezt masképpen is megfogalmazhatjuk. Az
AB molekuldban az A vagy a B nyilt rendszer. fgy a termodinamika szerint — mér
amennyiben lehet alkalmazni a termodinamikat egyetlen molekuldra (!) — nem az
energia, hanem az energia ) = F — u(N — N°) Legendre transzformaltja minimalis.



Egyensilyban, mikor p mindentitt ugyanazt az értéket veszi fel, AQ, és AQp is

minimalis. A ko6z6s kémiai potencidlra vonatkozé (5.29) képletet

M_MA_MA—MB_%JF’S—@_SA;LAJrSBuB
- g T 1, 1 T
1+n§ na T np Sa+Sp

alakban is felirhatjuk. A, is kifejezheté S4—val:

1
Ay =—58aln— pra)’

és hasonlé képlet irhato fel AQ)g-—re is. &

(5.58)

(5.59)



6 LOKALIS JELLEMZOK

6.1 Atmenet egyik alapdallapotbdl egy masikba

Tekintsiik most egy rendszer allapotvaltozasat egyik alapallapotabél egy masikba.
Fennall a kovetkezo fundamentdlis egyenlet:

dE = pdN + / o(r)dv(r)dr . (6.1)
(6.1) bizonyitasa érdekében képezziik az E[N,v] energia teljes derivaltjat:
OF OF
dE = (50 an+ [ (7] dv(xydr. 6.2
(8]\7)” * <8v(r)>N v(r)dr (6.2)
Ez természetesen megegyezik a (3.4) energiafunkciondl
Elg] = Flo) + [ v(r)o(r)dr (63
teljes differencidljaval:
oF oF
aB = | do(r)dr + [ dv(r)dr . 6.4
l@(r)]q, ele)dr+ Lwr)L vl 64
Fennill tovabbé az alapéllapotra a (3.12) Euler—egyenlet
OF
= p = all. 6.5
[59(1?)]@ 8 (0:)
Figyelembe véve, hogy [ o(r)dr = N ill. ebbdl kdvetkezben
/ do(r)dr = dN (6.6)

(6.1) és (6.4) jobb oldalan az els6é tagok egyenlGségét belattuk. A masodik tagok is
megegyeznek, hiszen fenndll a

oF oF

——| =|—=| =o() (6.7)
ool = s,

Osszefiiggés. Ez a (6.3) képlet derivalasabdl kdvetkezik.

A (6.1) fundamentdlis egyenlet analég a termodinamika megfelelé fundamen-
talis egyenletével. Tovabbi analég Osszefiiggésekre is juthatunk. Tekintsiik a kémiai
potencial teljes derivaltjat

e (30) 00

Op
51}(1_)] y dv(r)dr . (6.8)



Felhaszndlva az 5.fejezetben bevezetett keménység definicigjat

o
a kémiai potencial teljes derivaltja
dp = 20dN + / F(r)dv(r)dr . (6.10)

Az f(r) Fukui-fiiggvényt az

f(r) = M&]N (6.11)

képlet definidlja. A derivalas és varidlas sorrendjének felcserélésével

o (i) = 2607 (o) (612

(8895\:;))” B (5%)% (6.13)

Maxwell-relaciét kapjuk.

6.2 Fukui—fuggvény, kémiai reaktivitas

Kozeledjen az R reagens az S-hez. A (6.10) egyenlet irja le a kémiai po-
tencidl megvaltozasat. du fiigg attoél, hogy milyen irdnybdl kozeledik R az S szubsz-
tratumhoz. (6.10) elsé tagja csak globdlis jellemzdket tartalmaz, igy ez nem lehet
érzékeny az irdnyra. A mdsodik tagban azonban, az f(r) Fukui-fiiggvény pontrdl
pontra valtozik, s igy alkalmas lehet annak meghatarozasara, hogy mi a preferalt
irany. Feltételezziik, hogy abban az irdnyban torténik a reakcié, melyre az R
reagens kezdeti |du|-je maximélis. Mds szavakkal, ha az adott S szubsztrdtumhoz
az R reagens két kiilonbozé helyen is kapcsolédhat, akkor a kettd koziil az az eset
kovetkezik be nagyobb valdszintiséggel, melyre |du| nagyobb, azaz a rendszer kémiai
potencidljdnak a ”vélasza” maximalis. A reaktivitast tehdt az f(r) Fukui-fiiggvény
"méri”.

Eddig az E energiat az N részecskeszam folytonos fliggvényének tekintettiik.
Val6jdban E-nek diszkontinuitdsa lehet N egész értékeinél. Igy egész N—ekre 3



kiilonboz6 kémiai potencidl adhaté meg:

P (g—ﬁ) . ha N Ny — 6-t61 N-ig véltozik, (6.14)
ut = (g—£>+ ,  ha N Ny-tél Ny + d-ig valtozik, (6.15)

és
W= %(u‘ 4 ut), haN No—6t6l Ny +6ig valtozik.  (6.16)

Ehhez hasonléan a Fukui-fiiggvény

() = (agj(\?); elektrofil (6.17)
fHr) = (‘989—](\’;)>+ nukleofil (6.18)
R - — o

esetben. Az egyes esetekben rendre pus > pg, s < pr és ps ~ pgr. Feltéve, hogy
a negativ ill. pozitiv ionok képzddésekor csak a legmagasabb betéltétt (HOMO) ill.
a legalacsonyabb be nem t61t6tt (LUMO) pélydk valtoznak, megmutathatd, hogy

f7(r) =~ wvuomol(r) , (6.20)
fH(xr) =~ wumo(r) (6.21)
fo(r) ~ %(VHOMO(I') + vLumo(T)) , (6.22)

ahol vgomo ill. vLumo a legmagasabb betoltott ill. a legalacsonyabb be nem toltott
palyédk elektronstiriiségei.

6.3 Lokalis lagysag

A Fukui-fiiggvény mellett tovabbi lokalis mennyiségek is definidlhatok. A
lokdlis lagysagot az

s(r) = [agf)]vm (6.23)



képlettel értelmezziik.(6.23)—t integralva a globalis 1agysagot kapjuk:

S = / s(r)dr . (6.24)
(1d. 5.34). A (6.11) Fukui-fiiggvény és a lagysdg kozti kapcsolatot az
s(r) = Sf(r) (6.25)

osszefiiggés adja meg, mely kozvetleniil belathato a

(%_S))v B (ag](;)>v (a];,ir)>v (6.26)

azonossag felhasznaldsaval.

6.4 A keménység és a Fukui—fiiggvény fémekre

T = 0 homérsékleten a fémek kémiai potencidlja éppen a Fermi-energidval
egyezik meg

A Fermi-szint alatt minden energia nivé betoltott, felette egy sem

] 1 ha €< U
fe-m={g qa 25k (6.28)

g(e)—vel jelolve az allapotsiiriiség fiiggvényt az elektronszam

N = /u deg(e) (6.29)
alakban irhaté fel. Innen
ON 1 r dg(e)
<8N>TV 2 S =yg(er) +/0 de o g(er) , ( )

ha g—nek a p-tol vald fiiggése elhanyagolhaté. Azaz T = 0 homérsékleten az
allapotstriiség fiiggvény a Fermi energidndl kozelitheto a lagysdggal ill. a keménység
reciprokaval.

Az elektronsiiriiséget irjuk a

o(r) = /0 " deg(e,r) (6.31)



alakban, ahol g(e,r) a lokélis dllapotsiiriiség. Ebbél a Fukui—fiiggvényre

flx) = (%%?)Ty::<%%?>ﬁv<%%?>ﬂv

= 2 lg(ep,r) + /Ou dsag(g‘z r)] s g;i:;g) (6.32)

adodik, feltéve, hogy a lokdlis allapotsiirtiség u—tdl valé fiiggése kicsi. A Fukui-
fliggvény tehat kozelitoleg a normélt lokalis allapotsiiriiség a Fermi—szinten. Meg-
jegyezziik, hogy a Fukui-fliggvényre vonatkozo

/ f(r)dr =1 (6.33)

normadlds az allapotsiiriiségre vonatkozé

[ 9er,x)dr = gler) (6.34)

normalassal egyezik meg. A lokalis 1agysag és a Fermi-fliggvény kozti (6.25) Gssze-
fiiggés felhaszndlasaval

s(r) = g(er,1) , (6.35)
azaz a lokdlis lagysdg megegyezik az allapotsiiriiség fiiggvénnyel a Fermi-szinten.

Megjegyezziik még, hogy a Fukui—fiiggvény és a lokdlis lagysag kapcsolatba
hozhaté a részecskesiirliség fluktuacioval. Tekintsiink egy T homérsékletii, V' térfo-
gati és yu kémiai potencidli rendszert, mely egyensiilyban van egy nagy kiterjedésii
hé— és részecsketartallyal. Meg lehet mutatni, hogy

s(r) = SF(F) = = [(el®)N) — (N){e(r))] (6:36)

ahol k£ a Boltzmann-alland6. Tehdt a lokdlis lagysdg ill. a Fukui-fiiggvény a
részecskestirtiség fluktudciéjat jellemzi.

A fémek &ltaldban lagyak, g(er) nagy. A fém felilleteken végbemend ke-
moszorpcié és katalitikus reakcidk 1ldgy—lagy kémiai reakcidknak tekintheték. g(er)
kiilonosen nagy atmeneti fémekre.

6.5 Elektronegativitas és kémiai kotés

Vizsgédljuk most a kémiai potencidl és a teljes energia valtozasat az A és B
atomok kozeledésekor gy, hogy ne csak az elektronvaltozast vegyiik figyelembe



(mint tettiik azt az 5.2. fejezetben), hanem az effektiv kiils6 potencidl valtozasat is.
A kémiai potencialra elsérendben

Opia dpia
_ 0
pa = pat (aNA>,,A Al +/ l&vA(r)]NA Ava(r)dr

= 1%+ 25AN + / Fa(t)Ava(r)dr (6.37)

pp = u% —Qn%AN-i—/fB(r)AUB(r)dr (6.38)

adédik, ahol a 0 index a szabad atomra utal. Figyelembe véve a kémiai potencial
kiegyenlitédésének elvét:

A = i (6.39)

— pa) + J fB(r)Avp(r)dr — [ fa(r)Ava(r)dr
2(nx + )
adja a toltésatvitelt. Az (5.28) képlettel Osszehasonlitva: AN # Q. Latjuk, hogy

nemcsak a kémiai potencidl kiillonbség okozza a toltésatvitelt, hanem az effektiv
kiils6 potencidl megvaltozasa is szerepet jatszik benne.

AN = W (6.40)

Az energiavaltozas méasodrendben az A atomra
AEA = ,LL%ANA + / QA(I')A’UA(I')CZI'

+ %{QU%(ANA)Z + QANA/fA(I’)AUA(r)dT

+ //(59,4 r ) AUA(r)AUA(r')drdr'} (6.41)

(SUA

és hasonlé kifejezés a B-re. Figyelembe véve a (6.40) képletet a teljes energiavaltozas:

AE = AE 4+ AEp = {/QA(r)AvA(r)dr+/QB(r)AUB(r)dr}

— (S +aR)(A {//(59“‘ r ) A4 (r)Ava(r')drdr’

5’(),4

I

- () ] o

Ha a potenciadlvaltozasbdl eredo energiavaltozast elhanyagoljuk, visszakapjuk az
(5.32) képletet. A (6.42) energiavaltozdst tagok Osszegére bonthatjuk. Az (5.32)




képletnek megfeleld tag

AE1kovalens = _(7721 + U%)(AN)Q

_ u =+ J fB(r)Avp(r)dr — [ fa(r)Ava(r)dr]’ (6.43)
A(nly + np)
A (6.43) kovalens tag mindig negativ. Minél nagyobb abszolit értékii, annal nagyobb
csokkenés kovetkezik be.

Ha A és B kemények, kis méretiiek és nagy toltésiiek, akkor a (6.42) AFE
energiavaltozasban az elektrosztatikus jarulék dominal:

AWeiektrosstatikus = / 0a(r)Ava(r)dr + / 05(r)Avg(r)dr + AV, . (6.44)

Végiil a polarizaciés energiavaltozas

AEyolarizacics = / / l(SQA(r)] Avy(r)Ava(r)drdr!
Na

)
/] lgff((:))h Ag (r) Ao (<) drdr (6.45)

mindig negativ. Nagy abszolut értéki, ha A és B lagyak. A teljes energiavéltozas
tehdt

AE = AEﬁkovalens + AVVelektrosztatikus + AEﬁpolarizéeiés (646)

tagok Osszegére bonthato.

6.6 Lokalis lagysag toltésatviteli folyamatokban

Tekintsiink egy T homérsékleti, u kémiai potenciali rendszert, mely egyensilyban
van egy hé— és részecske tartallyal. Jelolje (V) az N részecskeszdm &tlagértékét.

Ekkor
= (42), e/ [15]

= Sd,u—/s(r)dv(r)dr
_ /s(r)d(u—v(r))dr. (6.47)

Vizsgéaljuk az AB sav-lug reakciét. Természetesen a kémiai potencial

[ta = [ip = [LAB = |1, (6.48)



az elektronszam véltozdsa pedig
dNy = —dNg = dN . (6.49)

A (6.47) sszefliggés alapjan
24(N) = (Sa — Sp)dp + / sp(r)dvg(r)dr — / sa(t)dva(r)dr . (6.50)

Az A-ra haté kiils6 potencidl megvaltozésa

dog(r')

v — |

dva(r) = dv™(r) + dr’ | (6.51)

ahol az els6 tag a magok mozgasanak, a masodik pedig az elektronsiiriiség megval-
tozdsdnak a kovetkezménye. (6.23) alapjan ez utébbi kifejezhet6 sp—vel:

dop(r’
dop(r) ~ %B( ) dup = sp(r')dus . (6.52)
UB
fgy a kiils6 potencial megvaltozasa
— g0 SB(IJ) !
dva(r) = dv™(r) +/ Py dupdr', (6.53)

amit (6.47)-be helyettesitve a részecskeszdm véltozdsra
2d(N) = / As(r)A(p — v™(r))dr (6.54)
adédik, ahol
As(r) = s4(r) — sp(r) . (6.55)

d{N) az A-bél B-be torténd toltésatvitelt irja le, mig a reagensek kicsit elmozdulnak
a reakciékoordinata mentén. Azt, hogy a kémiai potencidl valtozasa részecskeszam
valtozast idéz eld, mar kordbban is lattuk. Most azonban az is kideriilt, hogy a
lagysdg megvaltozdsa hogyan befolydsolja a részecskeszdm megvaltozasat. Minél
nagyobb egy adott helyen a lokalis lagysagok kiilonbsége, annal nagyobb mddosuléds
varhaté a részecskeszamban. &



F FUGGELEK

F1 Funkcional és szélsoértéke

Ebben a jegyzetben nemcsak fliggvényekkel, hanem elsésorban funkcionédlokkal
foglalkozunk. A funkcional fiiggvényhez szamot rendel. Ha pl. tekintjiik az

171= [ ez (F1)

integrélt: ez az f(x) fliggvényhez az I szdmot, ezen f fliggvénynek az a—t6l b—ig vett
integraljat rendeli. Méas fiiggvény esetén, mas az integral értéke, mas értéket vesz fel
a funkcionél. Az (F1) funkciondlndl bonyolultabb funkciondl is felirhaté. Tekintsiik
pl. az un. Weizsicker—féle kinetikus energia tagot. (Egyszeriiség kedvéért vegytlink
most gdmbszimmetrikus rendszert. Ilyenkor p csak az r radidlis tdvolsig fliggénye.)

Twlo, 0] = é / (g;)Q dr . (F2)

Ez a T}, funkciondl nemcsak a p-t6l, hanem a p derivaltjatdl is fiigg.

Funkcional széls6értékének meghatarozasa altalaban nehezebb feladat, mint
fiiggvény szélséértékének megkeresése. Fiiggvény szélsOértékének szdmitdsakor ke-
resiink egy szdmot, pl. az az xg szdm, ahol az f fliggvény értéke minimélis vagy
maximalis (f(xo)). Ezzel szemben funkciondl szélséértékének meghatdrozdsakor egy
fiiggvényt kell megkeresni. Az (F1) esetben azt az f(x) fiiggvényt, melyre az [
minimum vagy maximum. Funkcional szélsGértékének meghatarozasaval a variacio-
szamitas foglalkozik.

Az F1 tablazatban a fiiggvényt és a funkcionalt hasonlitjuk Ossze.



F1. Tablazat

Fiiggvény

Az f fiiggvény az x valtozé fiiggvénye:

y=f(z).

Funkcional

Az F funkciondl
funkcionalja:

a g fliggvény

Flg] .

Az x valtozé novekménye:

Arx=x—1x.

A g fiiggvény névekménye:

Ag=g(z) — gi1(z) .

Az f fliggvény linedris, ha

flex) = cf(z) .

tetszoleges ¢ allandora és

(@1 4+ 32) = f(z1) + f(x2) -

Az F funkcional linearis, ha

Fleg(z)] = cFlg()]

tetszoleges ¢ allandora és

Flgi(z) + g2(2)] = Flg1(z)] + Flg2()] -

Ha az f fiiggvény
Af = fl+Az) — f(@)
novekménye felirhaté
Af = h(z)Az + o(z, Az)Az

alakban, ahol h(z) nem fiigg Az—t6l és
a(z,Az) — 0, ha Az — 0, akkor az f
fliggvényt differencidlhatonak hivjuk.

Ha az F' funkcional

AF = Flg(z) + ég(z)] — Flg(z)]
novekménye felirhato
AF = Hlg(z),d9]+ Blg(z), 6g] max |dg|

alakban, ahol a H[g(z),dg] dg-ben
linedris funkciondl és 5(g(z),dg9) — 0,
ha max|dg|] — 0, akkor H-t az F

;;;;;;

df = h(z)dzx
a fiiggvény differencialja.

f'(z) = h(z)

az f figgvény differencidlhdnyadosa.

A H variaciét
oF
6g(x)

alakban frva, a 6‘5—{;) fiiggvényt az

F' funkciondl funkcionalderivaltjanak
hivjuk.

H =F =/ dg(z)dx



F1. Tablazat

(Folytatas)

Filiggvény

Az f fiiggvény differencidlja:

8% f(z + aAx)

a=0

Funkcional

Az F funkciondl variacidja:

0
a—aF[g-i-Oé(P]

a=0

Az f fliggvény differencidlja felirhato

% f(z + aAx)

a=0

= ['(z + aAz)]

a=0

alakban.

Az F funkciondl variacidja

lF[ngasD] - F[g]]

lim
a—0

~{ i (Flo+ad) |

sty i

tetszbleges @(z) fiiggvényre. Ha
o(x)-t éppen a O(x — xo) delta
fiiggvénynek valasztjuk, akkor éppen a

5‘;% funkciondlderivaltat kapjuk.

a=0

Ha az f derivdlhaté fiiggvénynek maxi-
muma vagy minimuma van az T = I
pontban, akkor ebben a pontban

5f=0.

Ha az F' funkciondl maximumot vagy
minimumot vesz fel a g = go(z) fligg-
vénynél, akkor a funkciondl variaciéja
ennél a fiiggvénynél:

0F =0.



A funkcionalderivalt tulajdonsagai:

0F 0F;
5($) (61F1 + CQFQ; =C 5g($) ‘(;‘CQ 5g($) s (F3)
F F
39 P = 5y g )

tetszoleges c; és ¢y allanddkra és F és F;, funkcionalokra. Ha a g fiiggvény valamely
h fiiggvény funkciondlja: g = g[h(z), z]

dg(r)

g(z) = Shia) 6h(z")dx" , (F5)
/ / 65F gg j,)) Sh(z')dzdz' | (F6)
OF 1 0F ég(x)

Sh(z') ) 6g(x) oh(z') (F7)

Ez a funkciondlderivdltakra vonatkozé lancszabdly. Ha torténetesen F' egyszeriien
csak fiiggvénye g-nek F = F(g), akkor

SFloa) _dF
dg(z')  dg o ) (F8)
5F = 5;5 - Sala/)de’ = % 59(x) . (F9)
F = g esetén
09(2) _ 5 o
s = =) (F10)

Be lehet bizonyitani, hogy ha az F' funkciondl valamely o fliggvényt és annak de-
rivaltjat tartalmazo f fliggvény integralja

Flo] = /f(:r, 0,0", 0%, 0™)dz (F11)
akkor az F' funkciondlderivaltja

oF of d ([ Of d? of , dt of
_ <ag(1)> + — <5Q(2)> —...+ (-1 e (W) , (F12)

ahol o, o .. o™ a p fiiggvény elsd, mésodik, ...n—edik derivaltja.

o(x) Do

x



F2 A Slater—-Gaspar-Kohn—Sham-elmélet kiterjesztése
nem egész betoltési szamok esetére

Az elmélet kiterjesztheté nem egész betoltési szamok esetére is. Ennek érdekében
tekintsiik a kinetikus energia kovetkezo alakjat

1
ahol a Levy-féle korlatozott keresést végre kell hajtani minden lehetséges, azaz a
0 < n; <1 (F15)
feltételeket kielégito betoltési szamokra és minden u; palyara, mely az adott

o(r) =3 n ZU: Jui (%) (F16)
stirliséget eredményezi. (A mésodik Y- a spinre valé Gsszegzést jelenti.)
A teljes energia funkcional
Elo) = Ti[e] + Jlo] + Excld] + [ v()o(r)dr (F17)
minimalizalasa az u,; palyak varidlasaval

5o {10 - D ([ e -1) f =0 (18

rogzitett betoltési szamok mellett a

1
{—§V2 + USGKS(T)} U; = E;U; (Flg)
Slater-Gaspar-Kohn—-Sham-egyenletekre vezet.

Tekintsiik az E teljes energidt mint a betoltési szamok fiiggvényét. Kiszdmitva
az E n; szerinti parcidlis derivéltjat a kovetkez6 fontos (néha Janak tételnek hivott)
tételt kapjuk:

OF
871,' N

€i (F20)

Ez a tétel rendkiviil hasznos sokféle szamitasban, pl. ionizaciés energia, elektron-
affinitas, stb meghatarozasaban. Ennek részletes targyalasa a fiiggelék 5. fejezetében
taldlhato. &



F3 Az elmélet altalanositasa spinpolarizalt esetre

A stirtiségfunkciondl elméletben eddig mindig skalar potencialt tekintettiink.
Kiterjesztheto az elmélet ennél altalanosabb vektorpotencial esetére is. Konkrétan
vizsgaljuk a B(r) kiils6 méagneses térben 1év6 elektronrendszert. Ilyenkor nem ele-
gendo egyediil a teljes elektronstiriiség az elektronrendszer leirdsdra. Sziikség van
még egy mennyiségre, a spinsiiriségre:

Q(r) = o1(r) — o4(x) , (F21)

mely a felfelé és a lefelé mutaté spinti elektronok siirtiségének kiilonbsége. A Hamilton—
operator

) 1 N al
H:__ZV +Z —|—Z’U r; +2,BeZB "8, (F22)
2= i<j i =1 =1
ahol
eh
= F23
p 2me ( )

a Bohr-magneton, s; pedig az i—edik elektron spinje. A kiils6 térrel valo

V= Zv r; +2ﬁeZB (F24)
=1 =1

kolesonhatast vizsgaljuk egyszeriiség kedvéért z irdnyd b(r) mégneses tér esetén.
Ilyenkor V' varhato értéke felirhato

(W[ V]w) = / v(r)o(r)dr — / b(r) - m(r)dr (F25)
alakban, ahol
m(r) = Be(or(r) — oy(r)) (F26)
a magnesezettség siirlisége.

A Levy—féle korlatozott keresés elvét alkalmazva:

n

E, = Min Z v(r; +2562b r;) S| V)

= Mm{ Min (U|T + / )m(r)]dr}
01,0} \IJ_>QT7Q~L

= Mln{ [o1, 0] +/dr r) + Beb(r)) o4 (r)

o) = B2} | (F27)



ahol

Floy, 0] = Min ([T +Ve.|T). (F28)

A Slater-Gaspar-Kohn—Sham—egyenletek levezetése érdekében irjuk az F' funkciondlt

Floy, 0] = Ts[or, 0] + Jor + 0] + Ezclor, 01] (F29)
alakba.

A kolcsonhatasmentes kinetikus energiat a
i 1 . 9
Tilor, 0,] = Min —3 Zni/drui (r)Vu,(r)
it

1
—3 > n / druf(r)V%i(r)] (F30)
il
kifejezés értelmezi, ahol
or(x) = Yomilui(r)*,
a)
our) = D mifui(r)]”. (F31)
il

Minimalizalva az
1
Elono) = i [ deu(x) (5 V7 + 03(x) ) )
it
* 1 2
+Zni/dl‘ui (r) (—§V + U¢(r)> u;(r)
A
+Jor + o] + Euclor 0] (F32)

energiat az u;(r) spinpédlyakra vonatkozé

/ () [2dr = 1 (F33)

mellékfeltételek mellett kapjuk a spinpolarizalt Slater-Gaspar-Kohn-Sham-egyen-
leteket:

[_%VQ + Vsgrst (I‘)] Uﬁ(l‘) = 8iTuiT(r) ) (F34a)

[_%VZ t Vscxs, (r)] uz\t(r) = 6Z¢uz¢(r) , (F34b)



ahol

o(r’
USGKST (I‘) = UT(r) +/ ‘I‘ (_ I)"| dI‘I + [UXCT(I.) ) (F35a)
o(r’ )
Usaksy (I‘) = Ui(r) +/ |I‘ (_ I)"| dr +ch¢(1') ; (F35b)
vp(r) v(r) + Beb(r) , (F36a)
v (r) = v(r) — Beb(r) (F36b)
5ECEC bl
Uxet(T) = % (F37a)
és
0E,.[or,
Uxey(r) = M : (F37h)
Q)
Az elektronszam természetesen
N = NT + N¢ (F38)
alak1, ahol
N = [, (F39a)
N, = / o, (r)dr . (F39b)

Képezve a teljes energidnak a betoltési szamok szerinti parcialis derivaltjait a spin-
polarizalt Janak tételt kapjuk:

oF

= &it, F4
oniy st (F40a)
oF

= & - F40b
ony “il (F40b)



F4 Az altalanositott Hellmann—Feynman—tétel

frjuk fel a molekula teljes energiajat

1 Z, 7
E=>"n /uz‘(r1)f1ui(r1)dr1 + - / o(r1)o(r2)gradridry + Epe + ) 2
7 2 p<q qu
(F40Db)
alakban, ahol R,, a p—edik és a g—adik mag tavolsaga,
1 Z,
=—-Vi-) 2 F40b
fi 5 V1 ; Ry ( )
az egyrészecske—operator,
1
g12 = — (F40Db)
T12
pedig a kétrészecske—operator.
Rlp = |I‘1 — Rp| . (F40b)
A teljes elektronsiiriiség
o(r) = o1(r) + oy(x) , (F40b)
ahol
or(r) = D maug (r)ui(r) (F40b)
(s

a felfelé mutato elektronok stiriisége. Az altalanositott Hellmann—Feynman—tételt a
teljes energianak valamely valés A paraméter szerinti parcidlis derivaltja adja:

OB ey om0 (27,
) ;nz/ui(rl) 9 uz(rl)dr1+;ez T2 o < 7 ) . (F40b)

p<q

Bér az u; spinpalyék fiiggnek a A-t6l, a — tagokat tartalmazé integralok eltiinnek,

mert a spinpalyakat a variacios elvbol nyerjiik:

%:/ a%g\rl) {fl +/Q(1‘2)912d1‘2 +

5QT
uz(r) S,
* %/ [5)) {fl * / 0(r2)g1zdrs + 5o, } u;(r1)dry

6E:cc

} u;(ry)dry




0E,. | Ou}
+ Z/ (rs {f1+/ I2)g12drs + } 4 (rl)dm

+ Z/u:(rl) {fl + / o(r) gradry + 6Em} 8u;‘(r1)dr1

doy; 1))
= i [ Y (1) + el (r 1)‘9“5(;1)] dr,
= ;nzeza /uf(rl)ui(rl)drl =0. (F40b)
Felhaszndaltuk, hogy a spinpalydk normaltak
/ ul (r)u(r)dr = 1 (F40b)
és a Slater—-Gaspar—Kohn—-Sham-egyenleteket
lfl + [ o) guacr; + %1 wi(r) = equi(r1) (F40b)

(és hasonlé egyenletek a lefelé mutaté spinti elektronokra.)

Az (F47) 4ltaldnositott Hellmann—Feynman—tételben kozépen szerepld tag az
n; betoltési szdmok A szerinti derivaltjabol szdrmaznak:

on; N
Z 87;\ u;(rq) {fl +/Q(I'2)912d1‘2 + U:m(ld)} u;(ry)dr;
on;
+ Z & i (r1 {f1+/ ry 912dr2+vzc¢(r1)} i(r1)dry
anz . v o
= ; o ] v (r)e;ui(r)dr = ;E, I (F40b)

Specidlisan Z rendszdmu atom esetén a Hellmann-Feynmann—tétel alakja

=3 [uite 6f1 r)dr + e 87“ (F40b)
ahol

fi=—-sV2-=. (F40b)

Az altalanositott Hellmann—Feynman—tétel f6bb specidlis esetei:

(1) A=n; (F40b)



Ha a A paraméter valamelyik betoltési szam, akkor a

OF

7 F4
anj 6] ( Ob)

Janak-tételhez jutunk: a teljes energidnak a betoltési szdm szerinti parcidlis de-
rivaltjai az egyrészecske energidkat adjdk (1d. (F20)).

(2) A=N (F40Db)
Ha a )\ paraméter az elektronszammal egyezik meg

X=—p=- (%)Z (F40b)

a kémiai potencialt, ill. az elektronegativitast kapjuk. Az altalanositott Hellmann—
Feynman—tételbol

8ni
X=—p==) & (—) (F40b)
= \on ),

adodik. Két esetet kiilonboztethetiink meg:

a) Az elsé esetben csak egyetlen — a j—edik — spinpdlya betoltési szdma
valtozik, mikozben a pozitiv ionbdl negativ ion lesz. Ekkor az elektronegativitds

A Slater—féle dtmeneti dllapot médszer (1d. a fiiggelék 5. fejezetét) eltekintve a
harmad- és magasabb rendii tagoktdl ugyanerre az eredményre vezet.

b) A méasodik esetben két spinpalya — a j—edik és a k—adik — betiltési szdma
valtozik. Mivel ilyenkor n; és nj nem folytonos fliggvénye N-nek, az (F58) kifejezés
nem alkalmazhatd. Szerencsére a Slater—féle dtmeneti dllapot mddszer ilyenkor is
haszndlhaté (1d. a fliggelék 5. fejezetét).

(3) A=2,. (F40b)

Ha a A paraméter a p-edik mag rendszdma

oF i 1
G—Zp = —ZZ:nZ/uZ (rl)ui(rl)R—lp dr;

8n,- Zq
+ E; + —_— . (F40b)
ZZ 8ZP ; qu




A tovabbiakban tekintsiink Z rendszamu, N elektronszamu atomot. Ekkor

allandé N esetén

8E

1
- Z n; / wi(r)= dr |
T
mely kapcsolatba hozhat6 a diamagneses drnyékolé faktorral:

1 1
= 6a2 Zuf(r)uz(r); dr ,

ahol @ a finomszerkezeti allandé. Ez a Lamb—formula. fgy

0| _ o
07 | a?

Vezessiik be az
I=7—-N

ionizéciés fokot. Allandé ionizaciés fok mellett

8E on; ON

Felhasznélva, hogy

oy _,
07z
és Osszevetve a (2) esettel kapjuk, hogy
OF 6
2z, @7
vagy az elektronegativitassal kifejezve
) 6
9z, " 2 X

237“./ E:Ehapv 8z

(F40D)

(F40b)

(F40D)

(F40b)

(F40Db)

(F40Db)

(F40Db)

(F40b)

Ez a formula elvileg felhasznalhat6 az elektronegativitas kiszamitasdara, a gyakorlat-
ban azonban nem til célszerii vele dolgozni, mert két nagy szam kiilonbsége adja a

X—t, s igy nehéz pontos eredményt elérni.

Szorozzuk be balrdl az (F34) Slater-Gaspar-Kohn—Sham-egyenleteket u}—gal

és az n; betoltési szammal, integraljuk, majd 6sszegezziik i-re:

T+/ dr+2J—}-Z/ga Yogeo (r)dr = E, ,

(F40b)



ahol

E, = Zni&' . (F40b)

Felhaszndlva a teljes energia kifejezését

By=E+J—Ep+y / 00 (F)Vgeo (r)dr . (F40b)

frjuk fel a kvantummechanikai virialtételt
E=-T (F40Db)
a nemkolesonhaté kinetikus energia segitségével:
E=-T,-T., (F40Db)

ahol T, a kolcsonhaté és nemkodlesonhatéd kinetikus energidk kiilonbsége. Az egyré-
szecske energiak Osszegére

E,=3E - / v(r)o(r)dr — 2Epe + T, + 3 / 00 (F) Ve (1) dr (F40b)

adddik. Az dltaldnositott Hellmann-Feynmann—tétel (F47) alakjabdl a mag—elektron
energia:

B, = / v(r)o(t) = Z (‘;—@N . (F40b)
A Z rendszamu atom teljes energidja jo kozelitéssel felirhaté
E=0CZz" (F40D)
alakban, amibdl derivalassal az
E,.=08E (F40Db)

Fraga-relaciét kapjuk. [ empirikus értéke 2.38 4+ 0.04. fgy végiil az egyelektron-
energiak Osszege

Ey= (3= BE+T.+ Y [ 00(0)vaes (r)dr — 2, (F40b)
az altalanositott Rudenberg—formulat adja. Az eredeti Ruedenberg—formula alakja

E,=ZE, (F40D)



azaz az E teljes energia az egyelektron-energidk osszegének masfélszerese.

A siiriiségfunkcionél elméletben az (F80) Ruedenberg formula nem ad j6 koze-
litést a teljes energidra, mert bar T, kicsi, az (F79) képlet utolsé két tagja mar nem
elhanyagolhato.

(4) A = X, valamely mag egyik koordinatdja
a (z ) 9 (zpzq)
n; / dr - —|——] . (F40Db)
Z Ry g, 0Xp \ Ry

Elvégezve a kijelolt derivaldsokat a jol ismert elektrosztatikus tételt kapjuk:

X, - X,
Z/ () R T ey — pqu o (F40b)

mely azt fejezi ki, hogy a magokra haté erck az elektronsiirliség ismeretében a
klasszikus elektrodinamika segitségével szamitanddk ki. e



F5 A Slater—féle atmeneti allapot mdédszer.
Ionizacids energia, gerjesztési energia,
elektronaffinitas és elektronegativitas szamitasa
a Kohn—Sham-elméletben.

Vizsgéljuk a teljes energiat mint a betoltési szamok fiiggvényét. Fejtsiik hat-
vanysorba egy tetszéleges allapot koriil, melyben az i—edik héj betoltési szdma ny.
A felfelé és a lefelé mutaté spinii elektronokra a betoltési szdm az i—edik héjban n;;
és ngy:

n; = N+ Ny, (F40b)
i = Tt — Ni| (F40Db)
illetve
1
nip = 5(7%' + i) (F40b)
1

Spinpolarizalatlan esetet tekintve n;; megegyezik n; —lal. Ha nincs magneses tér, u
eléjelvaltasa nem okozhat valtozast az eredményben, igy a sorfejtésben p paratlan
hatvanyai nem lépnek fel.

8E 0’FE
= Bt o) | gy ey =) 5

+l (ni — nio)(n; — njo) (N — n )763

3! T 0 JOIAk k0 On;On;0ng |,

0*E 1 0’FE

O - — o) itk 55—

2! Z 7 D0y o 2! Z]k( o) it On;Op;Op |,
+.... (F40b)

A 0 index azt az allapotot jeloli, melynél a parcialis derivaltakat szamitjuk. A
szamitasok szerint a sor gyorsan konvergdl, igy altalaban meg lehet allni a harmad-
rendi tagoknal.

Tegyiik fel most, hogy valamennyi p; = 0, azaz spinpolarizdlatlan esetet
vizsgalunk. Tekintsiik a gerjesztés esetét. A kezdeti allapotban az i—edik és j—
edik betoltési szdimok legyenek n; és n;, a végallapotban pedig n; — 1 és n; + 1.
Ertelmezziink a kezdeti és végallapot kozott egy kozbiilsd, dtmeneti allapotot nd =
=n; + % betoltési szamokkal. Ezen kozbiilsé allapot koziil sorbafejtve

1 »
n; — 3 és n;
a kezdeti és végallapot energiajat, a gerjesztési energia:



Ekezdeti . Evég — B_E _ a_E i (asE _ asE
ong|, On;|, 24\ 0n}|, onzon; |,
O*FE OPE
on;on?|,  On} 0) * T ( )

A masodrendii tag nem jelenik meg, a harmadrendi pedig csak kis korrekciot ad.
Tehat a gerjesztési energia jé kozelitéssel megegyezik a kozbensd allapot i—edik és
j—edik sajatértékei kozti kiilonbséggel.

A teljes energia sorfejtését ionizaciora alkalmazva az ionizacids energia

1 O°E
24 On}

_OF
6ni

I =

~ ¢, (F40b)
0 0

ahol a kozbiils6, dtmeneti allapotra nY = n; — %, ha az i—edik héjrél tavozik egy
elektron. A harmadrendi tag csak kis korrekciét ad, ezért attodl el lehet tekinteni.

Az ionizacids energidhoz hasonlé médon az elektronaffinitast is meg lehet
hatdrozni.

1 O0°FE

24 0On}

oF

A=— =
(9’/1]'

N —€j, (F40Db)

0 0
ahol a kozbiilso allapotra n? =n;+ %, ha a j—edik héjra 1ép be egy elektron.

Tekintsiikk most az elektronegativitast. Az elektronegativitds Mulliken—féle
kifejezése

X = # , (F40Db)
ahol I az els6 ionizdcids energia. NN elektronnal rendelkezé atomra
I=E(N-1)—- E(N) (F40Db)
az elso ionizdcids energia,
A=E(N)—- E(N+1) (F40Db)
pedig az elektronaffinitas. fgy az elektronegativitds
X = # = LBV 1)~ BN +1)] (F40D)



Két esetet kiillonboztetiink meg. Els6 esetben ugyanazon i—edik héjrél tavozik el az
elektron, mint amelyikre belép. A semleges allapotnak megfeleld kozbiilsé dllapot
koriil sorbafejtve az E(N — 1) és E(N + 1) teljes energidkat

OFE| 1 0°E 1 °F
E(N—-1) = E(N)-— - —| - = = .. F40b
( ) (V) 8n,~0+2 on?|, 3! on}|, ’ ( )

oF 1 0’°E 1 9°F
E(N+1) = E(N - — — — F40b
(N+1) M)+ o), T2 anz |, 31 a7, (F400)

Az elektronegativitas
oF 1 O°E

- il RPN F40b
A T R T T R (£40b)

azaz a harmadrendii és annal magasabbrendii tagoktdl eltekintve a semleges atomi
allapot abszolut értékben legkisebb egyelektron—energidjanak a negativja.

Masodik esetben nem ugyanazon héjrél tavozik el az elektron, mint amelyikre
belép. Jeldljiik i—vel és j—vel a két érintett héjat és 1ijbdl fejtsiik sorba az E(N — 1)
és E(N + 1) teljes energidkat valamely alkalmas kozbiilsé allapot kériil. A héjak

betéltési szamai legyenek nY ™', nY =1, nY 1 nX L nf, nd.
E(N-1) = Eyj+ gfi O(nf\’_1 —nd) + g—i O(n;y_1 —ng)
G (= 5 G (=) () = )
E(N+1) = Eyj+ g?i 0( N ) + g—fjo(n;y“—ng)
Y [ Ape—
+% ?;T? O(nj-\”r1 —n))’+..., (F40Db)

ahol a harmadrendii tagoktdl eltekintettiink. Ha a kozbiils6 dllapot betdltési szamai

N+1 N-1
n; n;
n0 = M Eh (F40b)
2
és
0 AR A

n = S, (F40b)



és figyelembe vessziik, hogy

V-1 nzgv+1 _ n;-v_l _ n;_VJrl - _1 (F40Db)

X = =58~ 5€ (F40Db)

osszefiiggéssel adhaté meg, ahol €; és €; a kozbiils6 allapot egyelektron—energiai.

F6 Virialtételek a stirtiségfunkcional elméletben

F6.1 Viriadltétel

A kvantummechanikdban Coulomb—potencidl esetén a viridltétel egyensulyi
magkoordinatak esetén

T=-E, (F40b)

azaz a kinetikus energia és a teljes energia abszolut értékben megegyeznek. A
kozelité hullamfiiggvények ”josdga” megitélheté abbdl, hogy a viridltétel milyen
pontossaggal teljesiil.

Az (F104) viridltétel természetesen a siirtiségfunkciondl elméletben is fenndll.
A Slater-Gaspar-Kohn-Sham-elmélet a kolcsonhatdsmentes kinetikus energiat adja
meg

T,=T-T,. (F40D)
A virigltétel tehat
T,+T,=—E . (F40D)
Mivel 7T, > 0,
T, < —E. (F40D)

A Slater-Gaspar-Kohn-Sham—egyenletekbol levezethetok a viridltétel mas alak-
jai is. Vegyiik a (4.24) Slater-Géspar-Kohn-Sham-egyenletek gradiensét

1
—§V2ul~ +v = &;U; (F40b)

saks Wi



szorozzuk be r-rel és u;-gal
/u r-V <——V2u1) dr —+ /u w;T - Vg, dr
+ [ (vgans — )T Vuidr =0 (F40b)
A (4.24) egyenletek és a

Bu;, 0%l du u; 0 o (Xi%igs
. L) = —2ui 4 — | (u))? % )|(F40b
ij ( 1 0x20x;  Ox? 826]-) i ox2 i Oz, [(u“) Oxy, ( ul ( )

2

identitas felhasznalasaval kapjuk az egyrészecske viridltételt:
|
T, = 3 /ufuzr + Vg s AT (F40Db)
Majd osszegezve az egyrészecske fliggvényekre a
1
T, = 5 / or - Vo, dr (F40Db)
viridltételt kapjuk. Az (F112) egyenlet jobboldala tovébb irhaté. Felhasznalva

a Slater-Gaspar-Kohn-Sham-potencidl (4.16) képletet, azonos atalakitdsok utén
nyerjiik a kovetkezo alakot

2T, = —J — Uy —i—/gr - Vug.dr
SR,V | = = o) Z dr (F40b)

ahol Z, és R, a ¢—adik mag rendszadmdt és koordinatavektordt jeloli

Unez—gf

pedig a mag—elektron energia. Egyensilyi magkoordinatdk esetén

r)dr (F40Db)

r—R

0T, = —J — Up. + / or - Vgedr (F40b)
addédik. Majd az (F106) képlet felhaszndldsdval nyerjiik a
T+ By = — / or - Vugedr (F40b)
Levy-Perdew-relaciot, ill. a (4.11) képlet segitségével

F
F-{-T:—/gr-V((SS—ndr (F40b)



a Levy-Perdew-relacié masik alakjat kapjuk.

Ha a korrelaciot elhanyagoljuk és csak a kicserélodést vessziik figyelembe az
(F116) Osszefiiggés a

B, =— / or - Vudr (F40b)

képletre redukalodik, ahol E, a kicserélédési energia, v, pedig ennek funkcionalde-
rivaltja, a kicserélédési potenciil. Ebben a specidlis esetben az (F115) viridltétel
alakja

o, = U , (F40b)
ahol
U=U,+J+ E, (F40Db)

a teljes potencidlis energia.

F6.2 Differencidlis virialtétel

Tekintsiink gémbszimmetrikus rendszert (atomot vagy iont). A (4.24) Slater—
Géaspar-Kohn—-Sham—-egyenletek a
_1 é, n le(lg + 1)
2 272
radidlis egyenletekre redukalédnak. P, a radidlis hullimfiiggvény. (F121)-bél kom-
plex konjugaldssal, szorzassal és kivonassal kapjuk a

Py (r')"Py(r) — P (r') P(r)
lk+1)< 1 i

= 2 V() — V() + & 5

egyenletet. Definidljuk a

o(r',r) = ;gk(r',r), (F40b)
op(r',r) = Pr(r')Py(r) (F40b)

radidlis siirliségmatrixot, melyre az (F122)-bél a

0?o(r,r") B 0%o(r,r")
o(r'")? or?

2[V(r') = V(r)]e(r, ")

+ ;lk(lk +1) l(r})Q — %2] or(r,7")  (F40Db)




differencidlegyenlet adddik. Vezessiik be a

£ = S0+ (F40b)
és
1 !
n = 5(7‘ - ) (F40Db)

1j valtozdkat, melyekkel az (F125) egyenlet

% = 2[V(&+m) = V(€= mle(&n)

alakot Olt. Fejtsiik sorba a o(&,n) stirliségmatrixot az n = 0 koriil

&) = ol€) + f: iasy(€) (F40b)
ill.
0r(6,m) = 0n(6) + f: by (€) (F40b)
ahol
(&) = 0(£,0), (F40b)
ill.
or(§) = 0k(&,0) (F40b)

és helyettesitsiik be az (F128) egyenletbe

day _ dV Ll +1)
" E T e

k

o () - (F40b)

A kinetikus energidra a

1 0?o(r', 1) 1 or(r',7)
T = —§/<7 T,_Tdr+§;lk(lk+1)/TdT

1 /[1 Le(le + 1)
. [Eguaz—@—ﬂ ox | dr (F40D)



osszefiiggést kapjuk. A t kinetikus energiastiriiséget a

T = / t(r)dr (F40b)

képlet értelmezi. (Megjegyezziik még, hogy t ezen definicidja nem egyértelmii. ¢—
hez hozzdadhatunk barmilyen olyan fiiggvényt, melynek integralja eltiinik.) (F133—
F135)-bdl a kinetikus energiastiriiségre

1
t———g ——/QVdr+ Zlklk+ [%—F/%d?“] (F40b)

adddik. Ezt differencidlva kapjuk a

1

Y Ok
f = _égm Z (L + 1) <_§ — ﬁ) (F40Db)

differencialis virialtételt. Ha specialisan csak s elektronokat tekintiink, azaz [, = 0
minden k-ra, a differencidlis viridltétel

1 1
t=_—Zg" _ ZpV F40b
gd" — 50 ( )

alakot Olt.

F6.3 Lokalis virialtétel

A stirtiségfunkciondl elméletben formalis termodinamikai analégiak fedezhetok
fel (pl. Gibbs—Duhem—egyenletek, Maxwell-reldcidk). Hasznosnak bizonyultak a
kémiai potencidl, a lokalis hOmérséklet és nyomdas fogalmai. SOt lokdlis viridltétel is
levezetheto.

A levezetés kiindul6 pontja a stirtiségfunkciondl elmélet Euler—egyenlete

0T
59 _/'[’a

(F40D)

ahol T, a nemkolcsonhaté kinetikus energia, p pedig a kémiai potencial. A teljes
klasszikus elektrosztatikus potencial

v'=v+¢ (F40b)
alakban irhaté, ahol v a rendszerre haté kiils6 potencidl,

Q(rQ)er

r; — 1y

(F40D)

UCoulomb (rl) =



pedig a Coulomb—potencidl. A v, kicserélédési—korrelaciés energia az F,. kicserélodési—
korrelacids energia funkciondl derivaltja

OF
e = zC F40b
e = 252 (F40b)
Az (F139) Euler—egyenlet gradiensét p—val szorozva kapjuk a
dive — pVv* =0 (F40Db)

"klasszikus” alaku egyenletet, mely a rendszer sztatikus egyensilyanak feltétele. A
o fesziiltség tenzor két részbol tevodik Ossze:

A kinetikus rész definiciéja:
0T
divés = —pV 50 (F40Db)
0

mig a kicserélodési—korrelaciés részt a
divég. = —0V g, (F40Db)

osszefiiggés értelmezi. Definidljuk a nyomast

P = DPs+ Pz (F4Ob)
1 .
ps = —3 trog (F40Db)
és
1 .
Pze = _g troge (F40b)

alakban. A fesziiltségtenzor kinetikus része

- 1 1 Vu0i) (Voo
(O-S)MU - g[v2g6uy + vuvug] - Z Z (NQ)QJ 3 (F40b)

a hozzatartozé nyomds pedig

t, | (F40b)

ahol

| 1 (; Qj)2
. z F4
ts = V<o + : ; ( Ob)



a kinetikus energiastiriiség. (o; a j—edik pélya stirtisége.)

Megjegyezziik, hogy a (F150) és (F152) egyenletek nem az egyediil lehetséges
kifejezések, sem G, sem t; nem egyértelmiien definialt.

Az (F143)—-(F152) egyenletekbél kapjuk a lokalis viridltételt:
2ts = 3(p - pwc) . (F40b)

Abban a specidlis esetben, amikor a fesziiltségtenzor kicserélédési—korrelacios része
diagonalis
Ose = —Pacl , (F'40b)
a lokalis virialtétel
2%, = 3p+3 / " o)V tge (r) (F40D)
alakban irhaté. Az un. lokalis kozelitésben pedig a

2ty = 3(p 4 €pc — Vi) (F40Db)

kifejezést kapjuk, ahol e,.(0) a kicserélédési—korreldcids energiasiiriiség. Ghosh,
Berkowitz és Parr bevezették a lokalis hémérséklet fogalméat az idedlis gaz kinetikus
energia kifejezésével:

ts = ngT , (F40Db)
ahol £ a Boltzmann—éllandé.
A lokélis homérséklet kifejezésével a lokalis viridltétel alakja:
p = 0kT + 0Vzc — €4 (F40Db)
vagy

(F40b)

ahol ;. = peg.. A lokdlis viridltétel szerint a ”valddi” rendszer ”idedlist6l” vald
eltérése a kicserélodési—korrelacids effektusoknak koszonheto.

F6.4 A viridltétel integralis alakjai

Integralva a teljes térre a lokalis viridltétel (F153) kifejezését, felhasznélva az
(F145) és (F149) képleteket a

9T, = 3 / pdr + / or - Vgedr (F40b)



integrélis alakot kapjuk. Az (F116) Levy—Perdew—reldcié segitségével az integralis
viridltétel alakja:

3 / pdr = 2T, + Eye + T, . (F40b)
Szétbontva a kicserélodési—korreldciés energidt
E,.=E,+ E. (F40Db)

E, kicserélodési és E,. korrelacios energiara, az integralis virialtétel

3 / pdr = 2T, + B, + E, + T, (F40b)

alakot o0lt. A
T.~ —E, (F40b)

kozelitéssel a
3 / pdr = 2T, + E, (F40b)

kozelito kifejezés adddik.

Az (F161) integralis viridltétel baloldala az egyrészecske—energidk Gsszegével
hozhaté kapcsolatba. Jeloljiik A—val az (F80) Rudenberg—formuldtél valé eltérést:

A:E—%Es. (F40b)

Az (F105), (F106), (F161) és (F166) osszefiiggésekbdl az

2 1 1
dr= B, — A+ B — - T, F40b
/pr 3773 3 (F40D)

képletet nyerjiik. A nyomds integraljanak az egyrészecske—energiadsszegtdl vald
5= / pdr + E, (F40b)
eltérésére
0= = (Ez — T, — 2A) (F40Db)

adodik. A §/F; kis mennyiség (< 1072).

F6.5 Regiondlis viridltétel



Az F6.1 részben a viridltétel levezetésekor az integralast a teljes térre végeztiik
el. Most tekintsiink egy tetszileges 2 térfogatot és erre integraljunk. Vegyiik
az (F108) Slater-Gaspar-Kohn-Sham-egyenletek gradiensét, szorozzuk r-rel, majd
u;—gal és integraljuk az Q) térfogatra

/Qu;-kr -V (—%V%i) dr + /Qu:uzr - Vo, dr
+ /u}‘(vKS —&)r-Vudr=0. (F40Db)
Az (F111) azonossag segitségével az i—edik elektron 2 térfogatra vonatkozé
Ti(Q) = /Q ut (r) (—%V%i(r)) dr (F40D)
kinetikus energidjara
2i(@) = [ o Voeds—§ [ V{Vor+ (¢ 9)(Ve)
—2[Vu;(r - Vu;) + Vui(r- Vu;)|} dr (F40Db)
adédik, mely a Green—tétellel
9T () = /Q oir - Vudr — AI(Q) (F40b)
alakot 0lt, ahol
4@ = Vet V)Ve)

—2[Vu;(r - Vu}) + Vu(r - Vu,)|} dF . (F40Db)

Megjegyezziik, hogy a kinetikus energia mas definiciéja is lehetséges. A teljes
térre vonatkozo kinetikus energia mindig ugyanaz, a regionalis kinetikus energidra
viszont mas definiciéval mas értéket kapunk.

F az QQ térfogat feliiletét jeloli. Az egyrészecske regiondlis viridltétel
2TH(Q) = ~U*(Q) (F40D)
alakba irhaté, ahol
UiQ) = — / oir - Vo dr + A(Q) . (F40b)
Q
Osszegezve a spinpalydkra (F175)-bol a regionalis viridltétel

2T,(Q) = —U(Q) (F40b)



alakjat nyerjik, ahol

U©) = Y U@ = 72 Gor - dF — /Q or - Vo, dr (F40b)

A@) = T A©) = § o dF = %ff{V@—i—(r-V)(V@)
2 Vgl Vi) + Vesg - Vui)]}d}'. (F40b)

Az Q) térfogat tetszoleges lehet. Ha specidlisan tigy valasztjuk meg, hogy
Vo-n(r) =0, Vre F, (F40Db)

ahol n a feliiletbél kifelé mutaté egységvektor, akkor (F179) jobboldaldn csak az u;
palyakat tartalmazé tagok maradnak meg.

A regiondlis viridltétel mdasik alakjat a lokdlis viridltétel (F153) képletébol
kapjuk. (F153)—t integrdlva az Q) térfogatra

3 / pdr = 2T,(Q) +3 / Poodr
Q Q

— IT,(Q) — / or - Vgedr — j[ Gpe - AF | (F40b)
Q F
majd egyszeri atalakitdssal a
o, — —]{ &sr-d}'—/ gvdr+/ 03" Ro - ValZa/Ir — Ry|ldr
F Q o %
n / or - Vdr + / or - Vugdr . (F40b)
Q Q

képlethez jutunk. frjuk fel a teljes energiat
E(Q) =T,(Q) + /Q ovdr + % / opdr + E,.(9) (F40Db)
és vezessiik be a
T.(2) = —E(Q) — T,(2) (F40Db)
mennyiséget. Az (F181-184) Gsszefiiggések a Levy-Perdew-relci6 dltaldnositdsdhoz
To(Q) + Eyo(Q) = — /Q orVug.dr + B(Q) (F40b)

vezetnek, ahol

Za
B(Q) = ?i&sr-d}'—/QgZRa-Va (m) dr

1
— /Q or - Vodr — 3 /Q odr . (F40Db)



Végil, tekintsiik a regiondlis viridltételt lokdlis kozelitésben:
OT,() = 3 / pdr + Epo(Q) — 3 / 0Ugedr | (F40b)
Q Q

mely a lokalis viridltétel (F156) alakjabdl kovetkezik.

Specialisan az X a modszerben a regiondlis viridltétel:

3 / pdr = 2T5(Q) + Exa(Q) (F40b)
Q
ahol
Exa = / exa(r)dr (F40b)
exa = —co'?. (F40Db)

Megjegyezziik, hogy ebben az esetben a lokalis viridltétel (Id. (F156))

3p =2ts + exq - (F40Db)

F6.6 Spinvirialtétel

Az eddig targyalt virialtételek a kinetikus, a potencidlis és a teljes energia
kozott teremtettek kapcsolatot. A spinviridltétel a felfele és lefele mutaté elektronok
kinetikus, potencidlis és teljes energidja kozotti kapcsolatot adja meg. Levezetéséhez
induljunk ki az (F34 ) spinpolarizilt Slater-Géaspar—-Kohn—Sham egyenletekbél. Az
F6.1 és F6.5 részekben ismertetett médon jutunk a

9T,y = / drvi,t - Vo, (F40b)
egyrészecske viridlegyenletekhez, ahol
Vie = UjylUiq (F40b)
az egyelektron—stiriiségek,
Ty = —% / dru, Vi (F40b)

az egyrészecske kinetikus energidk, v, pedig a Slater-Géaspar-Kohn-Sham- potenciél
(o 1, ]). Osszegezve a spinpalydkra (F193) a

oT,, = / dro,r - Vu, (F40b)



viridlegyenletekre vezet, ahol

= Vo (F40b)

i(o)
és
Tsa = ZTsia (F40b)

a o spinti elektronok stiriisége és kinetikus energidja. Az (F195) egyenleteket 6sszeadva
a viridltétel szokasos alakjahoz jutunk

O, = 2Ty + Tyy) = ¥ / 0o - V,dr (F40b)
még kiilonbségiik a spinvirialtételt adja
2Ty — Ty)) = /dr(gTr -Vuy —or- Vo) . (F40b)

A spinviridltétel fiiggetlen a viridltételtol. Szemben a viridltétellel a spinviridltételnek
nincs klasszikus megfeleloje, ez teljesen kvantummechanikai tétel.

Irjuk fel a spinviridltételt molekuldra. (F199)-be behelyettesitve a

Vg = Upe + V6outomb + Vieo (F40b)
molekulapotencidlt a spinvirialtétel alakja
AT, = —AV (F40b)
ahol
ATy, = Ty =Ty, (F40Db)
AV = V=V =wy —wy+yp — Yy +ary + 24 — 2y, (F40Db)
~Z,
’Une = S (F40b)
2T R,
és
o(r')
UCoulomb = / |r _ r/| dr/ : (F40b)

(F203) jobboldaldn az els6 két tag

i& g (F40b)
4

Plr—R

wy —wy = Aw = — /nZ{|T_R| R,-V



a mag-elektron kolcsonhatdsbél szarmazik, ahol

n(r) = or(r) — oy(r) (F40b)

a (spin)mdagnesezettségi siiriiség. (F203)-ban a harmadik és negyedik tag a felfelé
és lefelé mutaté elektronok taszitasi energidja

|1’1 - T2|
b, = / oulrorrs) g g (F40b)
1 — 1y
A tovéabbi tagok
o1(r1)oy(r2)
Gy = ﬁ (r? — r2)dr,dr, (F40Db)
és
Ty = — / 05T + Vg dr . (F40Db)

Annak érdekében, hogy a spinviridltételt a teljes energia kiilonbséggel fejezhessiik
ki, irjuk a teljes energiat
E=E +E, (F40Db)
alakba, ahol
Z
EU = TSU - / Qo (r) Z ‘1.7 dr +5 /QU Coulomb( )dr + EICO’ : (F4Ob)
p

R,|
Az E,. kicserélodési—korrelacids energiat
Baes = 3 / — 00(T1)Qzco (T1, T2)dry, dry . (F40b)
kifejezhetjiik a
Qo (T1,T2) = Z 00" (T2) hacoor (T1,T2) (F40b)

atlagos kicserélodési—korrelaciés lyukstiriiséggel, ahol hyeror (11, T2) az dtlagos parkor-
reldcids fiiggvény. Kombindlva az (F201) és (F212) dsszefliggéseket a spinviridltétel
1j alakjat nyerjik:

Z,

AE + AT° = AE,. — ¢;, — Az + /772 R, - Vpﬁ dr (F40Db)



ahol
AE =E; - E, (F40b)
és
AEy. = Eyet — Egey - (F40b)

Az (F198) és (F212) képletbél kivetkezik az
E+T,=FEz; + Z / Qo (I')I' : vaca(r)dr (F4Ob)
viridltétel. (F105) felhasznalasaval a mddositott Levy—Perdew-reliciét kapjuk

Epe+T.=— Z / Qo (I‘)I‘ : vaca(r)dr : (F4Ob)

Végezetiil levezetjiik a spinviridltételt magneses tér esetén. Vegyik fel a z
tengelyt a b(r) magneses tér irdnydban és irjuk a Slater—-Gapar—Kohn—Sham-poten-
cialt

Vo = Vne + Vgoutoms T Vaco T Vbo (F40b)
alakban, ahol
v = Bbr) (F40b)
és
vy = —pBb(r) . (F40Db)

(F221)-t az (F199) képletbe helyettesitve a spinviridltétel
9AT, = —AU + B (F40b)

alakjat kapjuk, ahol az 1j tag
B=8 / dro(r)r - Vb(r) (F40b)

a b(r) mégneses tér viridlja. Allandé b mégneses tér esetén B eltiinik. A teljes
energia felbonthaté két részre:

Z 1
E, =T, — / 0,(r) 3 —2—dr + = / 00 () Vg o (E)dE + Eyoy + Egy (FAOD)
> r—R,| 2



ahol az 1j tagok

Egy = B [ droy()o(x) (F40b)
és
Ep, = -8 / dro, (r)b(r) . (F40b)
A spinviridltétel 1j alakja:
AE + AT, = AExc—qN—ijL/n(r)ZRp-Vp‘r_Zi’ﬁp‘ dr — AEg + B,
' (F40b)
ahol
AEp = Eg: — Eg, = f8 / dro(r)b(r) . (F40b)
Az (F220) Levy-Perdew-reldci6 helyett az
Ep+ Byt T.= =3 [ 057 Voyey = B [ n(x)r - Vb(x)dr (F40b)
osszefiiggésre jutunk, ahol
Ep=Ep + Ep, =0 / drr(r)b(r) . (F40b)

F7 Hierarchia—egyenletek energiafunkcionalokra

Mint a kordbbi fejezetekben tobbszor is széltunk réla, a kinetikus és a kicseré-
16dési-—korreldcids energiafunkcionalok, s igy a teljes energiafunkcional egzakt alakja
nem ismeretes. FEzért is érdekes minden, az energia—funkciondlokra vonatkozé egzakt
relacid. VélhetOen ezek segitségével az eddigieknél jobb kozelito formulak érhetdk el.
Ilyen egzakt Osszefliggések az energiafunkcionalokra vonatkozé hierarchia—egyenletek.

F7.1 Teljes energia

Tekintsiik eloszor a teljes energia funkcionalt:

E = [ dro(x)o(x) + Flo] = [ dro(x)o(r) + Tle] + Veelo] (F40b)



Az

Q=F N = Flo + [ or)[v(x) - pldr (F40b)
mennyiség minimalizaldsa a
Q oF
AL +o(r)—pu=0 (F40Db)
o0l,, 00l,,

Euler-Lagrange—egyenlethez vezet, ahol a p Lagrange—multiplikdtor, (a kémiai po-
tencidl) a

/ dro(r) = N (F40b)
mellékfeltétel miatt jelenik meg. (F235) funkciondlderivéltja
0Fr;
r; o =p—v(r) = —u(r). (F40Db)
dp o
Képezziik a Levy—Perdew-relacio
Flo] +Tlo] = / dro(r)r - V— (F40b)
alakjanak funkcionalderivaltjat
OF 0T
—+ = V— - /dl‘19 ri)r; - Vin(r,ri;0) , (F40b)
do  do
ahol
?Flo] _ du(rie)  8*Q

n(r,ry; 0) = = = F40b
B0 = Soe)d0(e) T dolry)  bor)dalr) (o
az un. keménység kernel. 7n pozitiv definit, mert {2 minimumot vesz fel az Euler—
Lagrange-egyenlet meghatarozta p stirtiségnél. Az (F239) egyenlet a teljes energia
hierarchia elsé egyenlete. A hierarchia mésodik egyenletét (F239) funkcionélderi-
valtjabol kapjuk:

_ *Tlg) ,
77(1'a Iy, Q) + 5Q(I‘)6Q(I‘1) - —(I' -V + r- vl)n(r7 Iy Q)
. 3> Fo]
/erQ(rg)rg V, O OR (F40Db)

A hierarchia magasabb rendi tagjai hasonlé médon nyerhetok.

F7.2 Kinetikus energia



Egyenletek hierarchidit vezethetjiik le a kolcsonhatdsmentes rendszer kinetikus
energidjara. A levezetés kiindulépontja a

1
Lo = 3 / dro(r)r - Vo, (F40b)
virialrelacio, mely a
0T,]o
59[ ] Usgks — M = (F40b)
Euler-Lagrange—egyenlet segitségével
1 6T[o
=——1d -V F40b
o= =5 [ drele)r- VS (F40b)

alakot 6lt. Képezve (F244) funkcionalderivaltjat, kapjuk a (nemkdlesénhatd) kinetikus
energiafunkcionallal kapcsolatos hierarchia els6 egyenletét:

§Tilo] 1 0T, [g 6°Ty[o]

= —— d — . F40b
o) =27 Vg " 3 melnn Vi s (F40v)
A masodik funkciondlderivalt a hierarchia masodik egyenletét szolgdltatja:
62Ty 1 62T o
—— = ——(r-V+r,-Vy)————
Somoetry — 2 Y TV sma)
1 83T o]
—— [ dryo(rg)ry - V . F40b
2/ 20(r2)r2 60(r)do(r1)d0(rs) ( )

A tovabbi egyenletek hasonlé moédon szarmaztathatok. Ezek az egyenletek csak a
kinetikus energiafunkciondlt és annak funkcionalderivaltjait tartalmazzak.

F7.3 Kicserélodési—korrelaciés energia

A kicserélédési—korrelacios energiafunkciondlhoz kapcsolddé hierarchia egyen-
letek az

Eyclo] + T[] = / dro(r)r - Vug(r; o) (F40b)

Levy—Perdew-relaciébdl vezetheték le. A hierarchia els6 egyenlete (F247) funkcio-
nalderivaltjabol kovetkezik:

Vge(T5 0) (;Zc([rQ)] = — 1 Vig(r;o)

6z¢(1; 0)

So(r)) (F40Db)

/ drlQ(rl)rl -V



Ujabb derivéldssal pedig a masodik egyenletet nyerjiik:

(5?);66(1‘; Q) 52Tc[9] (5Uwc(r; Q)
= — (rV+4+r,-Vy)————
dotr) *aemoeley Y TV g
82v4.(T; 0)
— d -Vo————~. (F40b
[ etz Vg Sy 4OV
Tovabbi derivalasok a hierarchia magasabb rendii tagjaihoz vezetnek.
F7.4 A kicserélodési energia
A kicserélodési energiara vonatkozd
Eyfo] = — [ dro(r)r - Vo, (r; 0 (F40b)
Levy-Perdew-relaciébdl kovetkezik a hierarchia elsé egyenlete:
0vg (1;
vz(r; 0) = —1r - Vg (r; o) — /drlg(rl)rl . Vlm (F40Db)
do(r1)
masodik egyenlete:
S, (r; 0) Jv5(r; 0) 0%y (r; 0)
———=—(r1-V+r,-V 7—/dr ro)ry - Vo————— (F40b
Soer) Y VT Gy T e Vg gy (FA)

és tovabbi egyenletek is nyerheték. A kinetikus energia hierarchidhoz hasonléan a
kicserél6dési energia hierarchia egyenletei is csak egyetlen (a kicserélédési) funkcionalt
és annak funkciondlderivaltjait tartalmazzak.

F7.5 Kinetikus és kicserél6dési energia lokalis kozelitésben

A lokalis kozelités azt jelenti, hogy az energiasiirliség egyszeriien fiiggvénye a
stirliségnek, azaz

t(r) = t(o(r)) (F40b)
és
ex(r) = eg(o(r)) . (F40Db)
A kinetikus energia elsé funkcionalderivaltja:
T, _dt (F40b)

do(r) do’



masodik funkciondlderivaltja:

7527} = d—Zt d(r,ry)
so(r)do(ry) de* TV

(F255)—t és (F256)—t behelyettesitve a hierarchia els§ egyenletébe (F245)

dt 1 dt 1 d*t
d—g——ir-vd—g-l-id—QQV(rg)

adodik. A lokalitas felhasznaldsaval

dt  d*t

"y

do do? e
a

a_3

dQ_QQdQQ

differencidlegyenletre jutunk, melynek megoldasa a
t= 095/ 3
Thomas-Fermi kinetikus energiasiiriiség.
A kicserélodési potencial és funkcionalderivaltja:

dey
do

Ve =

dug(r) _ dPes
do(r1) do?

A hierarchia elsé egyenletére (F251)

d(r,rq) .

de, .. de, d’e,
do do = dg?

V(er)

adédik, ami a

deg _ ey

do — d¢?
azonossaggal

de, d’e,

(F40b)

(F40Db)

(F40Db)

(F40Db)

(F40D)

(F40b)

(F40b)

(F40D)

(F40b)

(F40b)



alakba irhaté. Az (F264) differencidlegyenlet megoldasa

ez = ap? (F40Db)
ill.
Uy = % ao'/? (F40Db)

a Slater-Gaspar-Kohn-Sham-féle kicserélodési energiastirtiség ill. potencial.

F7.6 A hierarchia csonkitasa

Vizsgaljuk a kicserélédést és csonkitsuk az egyenleteket ugy, hogy

dv, (1)
=0. F40b
do(r1) ( )
Ehhez a hierarchia els6 egyenlete
Uy = —T- va (F40b)
alaku. Felhasznélva az
r-V= 7‘2 (F40Db)
- or
identitast a
Jv
g = —T—0 F40b
v "5 ( )
egyenletet kapjuk, melynek megoldasa
B
Vg = — (F40Db)
r
ill.
1
E,=B / o—dr . (F40b)
r

(B 4lland6.) Altalanositva ezt az eredményt: k-ad rendben csonkitva a hierar-
chidt, azaz nulldva téve a kicserélédési energia (k + 1)—dik funkciondlderivaltjat, a
kicserélédési energia

E* = By (r~(W/k)k (F40b)



alakot 0lt, ahol
() = [ o(r)dr (F40b)

Hasonlé eljaras a kinetikus energidra is alkalmazhaté. A hierarchia k-adrendii
csonkitdsa a

Tk = Cy(r=3/k)k (F40b)

eredményre vezet. Dehesa, Galves és Porras megmutattdk, hogy (F274) ill. (F276)
a kicserélddési és kinetikus energidk felso ill. als6 hatdraival ardnyosak:

E, < Bp(r /Ry (F40Db)

T, > Cyp{r 2k, (F40b)

ahol B;, és C}, allanddk. &

F8 Skalazas

Legyen ®(ry,...,ry) a H Hamilton—-operator egy normalt sajatfiiggvénye.
A koordinadtanytjtas vagy skaldzas azt jelenti, hogy az r; koordinatakat ar;-re
valtoztatjuk, ahol « tetszdleges valés szam. A skdldzott hulldmfiiggvény:

@a(rl, Ce I‘N) = 013N/2(I)(Ojr1, . ,oer) . (F40b)

Az o3N/? faktor a normdldst hivatott biztositani. A Rayleigh-Ritz-varidciés elv
szerint
d

(Dl H[Da) |,y = 0. (F40b)

Konnyen meggy6zodhetiink arrdl, hogy a kinetikus és a potencidlis energia skaldzasa:

(B,|T|D,) = o (D|T|D), (F40Db)
<(I)a|f/ee‘q)a> = a((I)HA/;e|CI)>, (F4Ob)
(Ba|V[By) = a(®|V|D), (F40Db)

ahol

. 1N
T = 53V (F40b)
=1



a kinetikus energia,
e = o (F40b)
az elektron—elektron kolcsonhatasi energia,

Vo= Y o) (F40b)

i=1

pedig a kiils6 potencidl operatora. A skalazott hullamfiiggvényekhez tartozo skalazott
stirliség:

0a(r) = o’oar). (F40b)

A Hohenberg-Kohn-tétel szerint az alapallapoti hullamfiliggvény és igy a kinetikus
és az elektron—elektron potencidlis energidk is egyértelmii, univerzalis funkcionaljai
a stiriiségnek

Tlo] = (®[a]|T|2[a]), (F40b)
Veeld) = (®[0]|Vee|®]) - (F40Db)

Vajon az (F281)-(F283) skalatorvények fenndlnak-e a T'[p| és V,.|o| funkcionalokra?
Ezen kérdés megvalaszolasahoz induljunk ki a Levy-féle korlatozott keresés médszerébol

Toa] + Veeloa] = Floa] = Min (9|7 + Ve |¥)
= (U [T+ Ve ¥p,) < (Ppu|T + Ve D5,) @ # 1, (F40D)
ahol a ¥, hullamfiiggvény kielégiti a
T+ Vee + V)T, = Ep T, (F40b)
Schrodinger-egyenletet. Az (F281)-(F283) dsszefiiggésekbdl
Tl0a] + Veeloa] < @®Tlo] + aVeelo], a#1 (F40b)

egyenlotlenség kovetkezik. &, és U, kiillonboznek o # 1 esetén, hiszen &, a
kovetkez6 Schrodinger-egyenletet elégiti ki:

E@a(rl,...,rN) = I‘:I(Ozl‘l,...,OfI'N)[O[E;N/Q(P(O!I'l,...,O!I'N)]
1 1 1
_ —2T+—Vee+—V>(Da(r1,...,rN). (F40D)
(07 (67 (67

fgy
(T +aVe+aV)®, = (’E)d,, (F40b)



vagyis a ®, hullimfiiggvény a (¥|T + aV,.|¥) funkciondlt minimalizélja. Ez a
(Ba|T + aVie|Ba) < (Tp, [T+ aVee|Ty,), a#1. (F40b)

egyenlGtlenségre vezet, melybél az (F281)-(F283) osszefiiggések felhasznaldsaval kapjuk,
hogy

o®(Te] + Veelo]) < Tloa] + aVeeloa], a#1. (F40b)

(F293) és (F259) a kovetkezé egyenlGtlenségeket adja:

Tloa) < &*T[o], a>1, (F40Db)
ill.

Tloa] > &°Tlo], a<1, (F40Db)
és

Vee[oa] < aVeelo], a<1, (F40b)
ill.

Vee[oa] > aVielo], a>1. (F40Db)

Szemben a nemkolcsonhaté kinetikus energiaval, a T kolecsonhaté kinetikus energia
Tyloa] = o’Ti[d] (F40b)

skalatorvénynek tesz eleget. (Ve = 0 esetén ugyanis &, = ¥, .)

A Kkicserélodési és a korrelaciés energidk vizsgalatahoz eloszor idézziik fel defi-
nicigjukat:

Eio] = (®F"|Vee|®}™) — J[o] (F40b)
Efo] = (Ug™|T + Vee|[W5™) — (D51 + Vee | 5™ (F40b)

ahol @g‘i“ a kolcsonhatdsmentes rendszer hulldmfiiggvénye, azaz az az antiszim-

metrikus hulldmfiiggvény, melyhez tartozé sliriiség ¢ és minimalizdlja a T kinetikus
energiit

Tlo) = (®F™|T|2p™) . (F40b)
Az E, kicserélddési energidra teljesiil az

Ex[ga] = aEx[Q] (F40b)



egyenlOség, viszont
Ecloa] # aEcld] - (F40b)

A korrelacios energiara nem &ll fenn olyan egyszerii skdlatorvény, mint a kicserélodési
energiara. A korrelacids energiara az

E.o.] < aFEo, a<l (F40Db)
ill.
Efo.] > aFE. o], a>1 (F40Db)

egyenlGtlenségeket kapjuk (F299), (F300) és (F305) segitségével. E. eltéré mdédon
skalazddik kis és nagy « értékekre. Az (F303) definiciébdl a korrelacids energira

Efoa] = (Uo|T + Vee| U5) — (D521 + Ve | O5") (F40b)
— Oé2[<‘112nin’)‘|T|\I/;nin’)‘> _ <(bznin|T|(I)glin>]
Ha (U Ve [052) — (97 Ve | 5™)] (F40b)
adodik, mert
gmin = PNV g, . ary), A=al . (F40b)

Lattuk ugyanis, hogy a U™ hulldmfiiggvény, melyhez tartozé sfiriiség o a
gy gy 0o g8

(T + \V,.) mennyiséget teszi minimalissd. Ebb6] kovetkezik, hogy az
oPN2gminA(ar . ary), melyhez tartozé silirliség ox, a (I + AaV.) dtlagértéket
minimalizélja. (Azaz A\ = a~! esetén a (T + V) atlagot.)

A kis értéke esetén a W™ perturbacids sorbafejtését

Uy, ry) = B0R(e. . ty) 30 Mge(ry,o..m)  (F40D)

k=1
(F310)-be helyettesitve kapjuk, hogy
E.oa] = alo+bloJa +clola+... . (F40Db)
Ebbdl
Jim Ec[g,] > —o0. (F40b)

Kis a esetében (o — 0 ill. A — o0) (F310)-b6l kovetkezik, hogy

limM = —glo], (F40Db)

a—0 by



ahol g[g] > 0, mivel (WA

tart.

’ min, A\ __ min |, min 1 £ Losoz
Vee|[UR™A) — (@77 |Vee|@5'") negativ allandé értékhez

Az egzakt korreldcids energiafunkciondl kielégiti az (F314) és (F315) relacidkat.

Nyilvanvaloan a jo kozelité funkciondloknak is teljesiteniiik kell ezeket és a tovabbi,
a skdlazas soran nyerheto kovetelményeket.
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