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BEVEZETO

A jelen el6adasok soran megmutatom, hogyan lehet a statisztikus sokasdgok maod-
szerét és az annak lényegét képezd elditéletmentes becslés elvét nemegyensilyi rend-
szerek leirasara alkalmazni. Ennek soran megfogalmazzuk a dinamikai folyamatokra
vonatkozo els6 és masodik fotételt. Az elso fotétel az energiamegmaradas torvényét
fejezi ki. A masodik f6tétel arrdl szél, hogy hogyan valtozik a dinamikai folyama-
tok soran az entropia, vagyis a mikroallapot meghatarozatlansaganak mértéke. Azt
fogjuk latni, hogy a mikroallapot meghatarozatlansaganak mértéke — bizonyos meg-
szoritasok mellett — nem csokken, ha a rendszer az egyensilyi allapot felé fejlodik.

Az eléitéletmentes becslés elvét Gsszekapcsoljuk azzal, hogy a siriségoperator
mindig felbonthaté a vizsgdlt jelenség szempontjabdl relevans és irrelevans tagok
Osszegére. A kezdeti idopillanatban elégséges megfigyelési szinthez tartozé striiség-
operator relevans részére integro—differencidlegyenletet vezetiink le, ez a Robertson—
egyenlet. A Robertson—egyenletbdl kapott sliriiség—operator segitségével meghata-
rozhatjuk a vizsgalt dinamikai folyamat szempontjabdl relevans fizikai mennyiségek
makroszkopikus varhato értékét.

Remélem, hogy az eldadéas segiteni fog abban, hogy tobbet értsiink meg a
reverzibilitds — irreverzibilitds és az entrépianovekedés problémakdrébol.

Az eloadéasok anyagat Fugen Fick és Giinter Sauermann ,, The Quantum Statis-
tics of Dynamic Processes” (Springer, 1990) cimii kényve alapjan éllitottam Gssze.



1. AZ ELOITELETMENTES BECSLES ELVE



1.1. A mikroszkopikus és a makroszkopikus dinamika kap-
csolata

Egyelore zart fizikai rendszert vizsgalunk, vagy olyan rendszert, amelynek Hamilton-
operatora id6tol fliggd paramétereket tartalmaz, amelyek valtozasat kiilso koriilmé-
nyek szabjiak meg. A rendszer lehetséges allapotait (mikroéllapotait) a H Hilbert-tér
|1) (normaélt) allapotvektorai irjak le. A fizikai mennyiségeknek a Hilbert-tér f6ltt
értelmezett F hermitikus operdtorok felelnek meg. Legyen |pa) a fizikai allapotok
egy ortonormalt teljes rendszere és 75% ezekre az allapotokra vetitd projektor-

operatorok. Ekkor a rendszer striiségoperatora:
po= > P, (1.1)
«

ahol p* annak a valészintisége, hogy a rendszert az a-adik mikroédllapotban taldljuk.
Az F fizikai mennyiség makroszkopikusan mérheté megfelel4jét a

A

(F) = Sp(pF) (1.2)

varhatoé értékkel azonositjuk. Emogott az a szemlélet all, hogy gondolatban a rend-
szer nagyon nagy szamu példanyat készitjik el. fgy egy un. vegyes (statisztikus)
sokasagot kapunk, amelyben az a-adik mikroallapot a p“-val aranyos gyakorisaggal
szerepel. A fenti varhaté érték egyszerre tartalmazza az egyes kvantummechanikai
allapotokra torténd atlagoldst és a sokasag elemeire torténd statisztikus atlagolast.

A fizikai rendszer dinamikajat mikroszkopikus szinten a

% i~ = OF
F = ﬁ[%,f]Jr(E)ex, (1.3)
s = g+ (22) o (1.4)
p - h 7p 8t ex_ .

operator-egyenletek irjak le az 1in. Heisenberg-képben. FEkkor a sokasdg id&étol
fliggetlen, azaz a p® valdsziniiségeket allanddénak tekintjiik. A dinamika teljes egé-
szében a fizikai mennyiségek operatorainak idéfiiggésében jelenik meg.

A dinamika leirdsdnak masik mdédja, hogy a fizikai mennyiségek operdtorait
csak annyiban tekintjiik idéfuggének, amennyiben azok explicit médon fiiggenek az
idotél, a tobbi idofiiggést a stirtiségoperator tartalmazza. Ez az in. Schrodinger-kép:

dF OF

-~ -~ 1.
dt (&)ex’ (1.5)
Wo_ g (1.6)
a . pinPr '



[lyenkor id6fiiggd sokasaggal dolgozunk, vagyis a p® valdszintiiségek valtoznak idében.

Miel6tt ratérnénk a makroszkopikus dinamikai leirdsra, tovabbi matematikai
segédeszkozoket vezetiink be, amelyek késébb hasznosnak bizonyulnak. A Hilbert-
tér folott értelmezett F linedris operdtoroknak megfeleltetjiik egy £ vektortér, az
tin. Liouville-tér | F) elemeit. Pl. az F™ operdtornak megfeleltetett vektor jele | F™).
Ertelmeziink tovabbé, olyan S operatorokat, amelyek a Liouville-tér f6lott hatnak: S:
|F) = |G) = S|F) = |SF). Ezeket az operatorokat szuperoperitoroknak nevezziik.
(Vigyazat, az elnevezésnek nincsen semmi kéze a szuperszimmetridhoz!) Egy a
tovabbiak szdmdra nagyon fontos szuperoperator az L Liouville-operator, amelynek
definiciéja:

A A

L:F—=LF

1, .
G (1.7)

Konnyen beldthatjuk a definicié alapjan az alabbi azonossigot:
Sp(GLF) = —Sp(LG- F). (1.8)

Csakugyan, a bal oldali kifejezést azonosan atalakithatjuk:

SHGLF) = o (051.71) =S (LOAF - 107H)

Sp (%(g% - ﬁé)ﬁ) = —Sp(LG - F). (1.9)

Az el6bbi 4ltalanositdsa az aldbbi azonossag:

Sp(G-9(L)F) = Sp(p(-L)G-F), (1.10)
ahol ¢ tetszoOleges analitikus fiiggvény. Pl.
Sp(G-etF) = Sp(e~°LG-F), (1.11)

ahol ¢ tetszoleges komplex szam.

A mikroszkopikus dinamika egyenletei a Liouville-operator segitségével az alabbi
alakot oltik:
Heisenberg-képben:

%ﬁt) = 1ﬁ(t)ﬁ(t)+<%—f> : (1.12)
af) _ )
=0 (1.13)

Schrodinger-képben:

() _ (‘9_7)“, (1.14)

dt ot
d’;—i’f) = —iL(t)h(t). (1.15)



A (?77) egyenlet az tin. Neumann-egyenlet. A Neumann-egyenlet megolddsdt az
U (t, to) evoliciés operator segitségével

A

pt) = Ult,to)p(to) (1.16)

alakban adhatjuk meg, ahol az evoliciés operator az alabbi kezdoérték-feladat meg-
oldasa:

%U(t,to) — L0t t), (1.17)
Ulto, to) = 1. (1.18)

Mivel az evoliciés operdtor unitér, a Schrodinger-képre valé attérés unitér transz-
formécié eredménye, amelynek sordn a fizikai mennyiségek varhaté értékei val-
tozatlanok maradnak. Ezért szabadon vélaszthatunk a kétféle leirds kozott. A
tovabbiakban, hacsak nem mondjuk kiilon, akkor a Schrodinger-képet hasznaljuk.

A rendszer makroszkopikus jellemzésére az F fizikai mennyiségek

(F)t) = Sp(U(t,to)p(to) - F (1)) (1.19)

varhato értékei szolgdlnak. A varhaté értékek idobeli valtozasat Ehrenfest tétele
adja meg. Képezziik az F fizikai mennyiség varhaté értékének ido szerinti elso
derivaltjat, és hasznaljuk fel a Neumann-egyenletet:

d . od d. . .d._.
F (F) = —.Sp(pF) = Sp (%'D F+ p£f>

)

= Sp (—iﬁﬁ F+p (%—f) ) : (1.20)

Ez Ehrenfest tétele. Leolvashatjuk beldle a kdvetkez6 specidlis eseteket:

e Ha a siirliségoperator felcserélheté a Hamilton-operdtorral (minden idépilla-
natban), akkor

Lp = o. (1.21)

Ilyenkor a sokasagot ill. a stirliségoperatort staciondriusnak nevezziik. Ekkor
mindazon fizikai mennyiségek varhatoé értéke allandd, amelyeknek az operatora
nem fiigg explicit médon az id6tol.

e Ha az F fizikai mennyiség operatordnak az id6 szerinti teljes derivéltja eltiinik
a Heisenberg-képben, akkor a varhaté értéke az idében allandé, vagyis az ilyen
operatorok megmarad¢ fizikai mennyiségeknek felelnek meg.



1.2. Részrendszer mikroszkopikus és makroszkopikus
leirasa

Az eddigiekben csak zart rendszerekkel vagy olyan nyilt rendszerekkel foglalkoztunk,
amelyeknek a Hamilton-operatora valamilyen id6fiiggd kiilsé paraméterektol fiigg.
A gyakorlat szempontjabdl rendkiviil fontos az az eset, amikor a vizsgalt fizikai rend-
szer, a tovabbiakban az A részrendszer egy B rendszerrel, a tovabbiakban kérnyezet,
van kolcsonhatdsban. A kornyezetet olyan nagynak gondoljuk, hogy az U = AU B
rendszer zart vagy csak néhany idotol fiiggd kiilsé paraméter, tovabbiakban kiils6
tér, hatasa alatt all. Az U rendszer Hamilton-operatora

H = HA+HE +HAP, (1.22)

ahol HA, HB és HAB rendre az A -, B részrendszer és a kdlcsdnhatésuk Hamilton-
operdtora. Hasonléan bonthaté fel a Liouville-operdtor is (mint az a definiciéjabdl
kovetkezik):

L = LA+ 1P+ 145 (1.23)

Tekintsiink olyan F4 fizikai mennyiséget, amely az A részrendszeren van értelmezve.
Ennek a varhato értéke:

(F") = Sp(pF™") = Spa(p" F7). (1.24)
Itt bevezettiik a részrendszerre vonatkozd

P = Sppp (1.25)

redukalt striségoperatort, amely az A rendszer Hilbert-tere f6lott hat. Mint latjuk,
a redukalt sirtségoperator segitségével az A rendszert jellemzé fizikai mennyiségek
varhato értékét az A részrendszer dllapotaira torténdé nyomképzéssel tudjuk el6alli-
tani.

A teljes U rendszerre alkalmazhatjuk a Neumann-egyenletet, amelybdl a re-
dukalt siirliségoperatorra az alabbi egyenlet adddik:
dp*

= —iLAp* —iSpy(LAPp). (1.26)

A bizonyitast az aldbbiak szerint végezhetjiik:

Z—f = —i(LA+ LB + L4B)p, (1.27)
d . .3 A B ~AB
Sppp = —iL"Sppp —iSpy(LPp) —iSpp(L*Fp), (1.28)
d CRAAA . SBa 2 AB
0" = -t —iSpy(LPp) —iSpp(L17p). (1.29)



Belatjuk, hogy
Spp(LBp) = o. (1.30)

Ehhez felhasznaljuk, hogy p az A és B részrendszerek Hilbert-tereinek direkt szorzata folott hat,
s mint ilyen, altaldnosan

po= Y rapViwg (1.31)
B

alakui, ahol f/f és W/? rendre az A és B részrendszerek Hilbert-tere f6l6tt haté linedris operatorok,
és rop komplex szdmok. Ekkor

Sps(LPp) = D rasViSpp(LPW), (1.32)
af
ahol
~ ~ 1 N ~
Spp(L°Wg) = 2Sps[H”, W]

1 PN PN
= =D BUHOWVE - WFH |r)s

1 A N
= 3 Z EfB(rD/VZ; - Wg|r)3
.
= 0. (1.33)
(Ir)B a B részrendszer energia-sajatallapotait jeloli.) Ezzel belattuk, amit akartunk.

A redukdlt stirliségoperatorra érvényes (?7) egyenletbél latjuk, hogy ha a
kolcsonhatds gyenge az A részrendszer és B kornyezete kozott, akkor lehet csak
az A részrendszert Neumann-egyenlettel leirni, de akkor is csak korlatozott ideig.

Most megfogalmazzuk a dinamikai folyamatokra vonatkozo elsd fotételt, amely
az Ehrenfest-tétel kovetkezménye. Az elsé fotétel kimondja, hogy tetszbleges di-
namikai folyamat sordn az A részrendszer energidjdnak megudltozdisa a rendszer-
rel kézolt hé és a (kilsd terek) rendszeren végzett munkdjdnak dsszege. (Vigyazat,
minden olyan ido6fiiggé paramétert, amelyet kiviilrol lehet szabdlyozni, kiils6 térnek
neveziink! Ilyen lehet pl. a térfogat, részecskeszam, kiils6 elektromos vagy magneses
tér térerdssége, stb.)

Tegyiik fel, hogy az A rendszer a h,(t) kiilsé terek hatdsa alatt all. Ekkor a
Hamilton-operatora explicit médon fiigg az id6t6l a h,(t) paramétereken keresztiil:
HA(t) = HA[ha(t)]. Képezzik az A részrendszer energiajanak a t és t, idpillanatok
kozotti megvaltozdsat:

H(E) — (HD)(t) = Spa(p (OH(2) — Spa(p" (o) H (). (1.34)
Alkalmazzuk Ehrenfest tételét az A részrendszer energidjanak véltozasara:

Lwny = Lome ) + <(a;§)> (1.3

10



mert [H4 + HEB, HA] = 0. Nyilvdnval6, hogy

oHA OHA dhg
= — 1.
( 5 )exdt ey ohe di (1.36)

(67

a kiilso terek mechanikai munkéja dt id6 alatt. A rendszer energidjanak megvaltozasara

A ~

() — (H) () = Q¢ to) + A%t o), (1.37)

adédik, ahol

- fo(())
= t; dt'Sp 4 (ﬁA(t') (aﬁ;,( tl))e) (1.38)

az A rendszeren végzett mechanikai (rendezett) munka. Ezért a mésik tagot a
rendszeren a kornyezet altal végzett rendezetlen munkdanak, mds néven a rendszerrel
kozolt honek nevezziik:

A _ l b JiAIAB LA
Q1) = | dt' ([P, A7)

_ /tt dt'Sp , (ﬁA(t')’ﬂA(t')) . (1.39)

A hémennyiség kiszamoldsira vonatkozé mésodik kifejezést a (??) egyenletet felhasznélva
latjuk be:

A~

S0 Fa) = —5Spa { (A4S0 — (Sppa)HA) 4} - £SpaSps { (HAZ5 - 547) 1)

= 2sp{[p. AP )

spdp [ﬁAB, 7%*‘] } . (1.40)

11



1.3. Az eloitéletmentes becslés elve

Annak mérésére, hogy mennyire hatarozatlan a mikrodllapot, vezessiik be az tn.
hatdrozatlansdgi mértéket:

nlpl = —kSp(pnp). (1.41)

Zart rendszer dinamikai fejlodése soran, vagy olyan rendszer dinamikai fejlodése
soran, amelyre a kornyezet csak kiilso terek révén hat, érvényes a Neumann-egyenlet
és ennek kovetkezménye, hogy a hatarozatlansagi mérték allandé marad:

d

Snlpl = 0. (1.42)

Ezt a kovetkezOképpen lathatjuk be a Heisenberg-képben:

d o dp, .. b
"’ = kSp(dtlnp+dt)

= 0. (1.43)

Korabbi tanulméanyaink sordn mar megismerkedtiink a hidnyzé informacio,
azaz az entropia Shannon-féle fogalméaval. A most bevezetett hatarozatlansigi
mérték szoros kapcsolatban all a Shannon-féle entrépiaval. A hatarozatlansigi
mérték pontosan egyenld azzal a Shannon-féle entrépidval, ami a rendszer mikro-
allapotdt teljesen meghatdrozé méréshez tartozik. Ez egyuttal a lehetd legkisebb
Shannon-féle entrépia.

Ha a rendszer mikroéllapotdt adott F fizikai mennyiséggel (mennyiségekkel) jellemezziik
(4ltaldban nem kimeritéen), akkor a Shannon-féle entrépia definicié szerint:

nFw,ws,...] = —kY welnw,, (1.44)
(e

ahol w, annak a valészintisége, hogy az F fizikai mennyiség(ek) felveszi(k) az F,, sajatértéke(ke)t.
Ha bevezetjiik a P, projektor-operatorokat, amelyek az F, sajatértékhez tartozo altérre vetitenek,
akkor

Wo = Sp(ﬁﬁa), (1.45)

és irhatjuk, hogy
nr = —k Y Sp(pPa)In (Sp(iPa)) - (1.46)

A rendszer mikrodllapotdnak teljes mérése azt jelenti, hogy olyan M fizikai mennyiséget mériink,
amelynek sajatértékei nem degeneréltak, vis. amely felcserélhetd a rendszer siirtiségoperatoraval:

~

M = 0. (1.47)

12



A kvantummechanika szerint 1étezik ilyen fizikai mennyiség. Az M operétor sajatvektorai altal
alkotott bazisban a siirtiségoperator diagonalis, ezért a teljes méréshez tartozé Shannon-féle entrdépia:

M = —ermlnrm
= —kSp(plnp), (1.48)

ahol r,, annak a valdszinlisége, hogy az M mennyiség az m-edik sajatértéket veszi fel. A jobb
oldalon éppen a most bevezetett hatarozatlansigi mérték all. A hatdrozatlansigi mérték tehat
egyenld a teljes méréshez tartozé Shannon-féle entrépidval.

Végiil még megmutatjuk, hogy a mikroallapotot kimeritden jellemzd, teljes méréshez tartozo
entrépia a legkisebb az sszes Shannon-féle entrépisk kozott. Legyen |ug) ill. |vy,) az F ill. M
operétor sajatvektorainak teljes rendszere. Ekkor w, = (uq|plug) ill. 74 = (Upm|p|vm), tovabba
mivel a siirtiségoperator a |v,,) bazisban diagonilis, irhatjuk, hogy

p = Z|vm)rm<vm|. (1.49)

m

Képezziik a mikrodllapot tetszbleges F mennyiségekkel torténd jellemzéséhez ill. a mikroallapot
kimerit§ jellemzéséhez tartozé Shannon-féle entrépidk kiillonbségét:

NF—NMm = k{Zrmlnrm—Zwalnwa}
= k)Y {(vmlta)(talplvm) N7 — (Ua|vm)rm (v |ue) Inwe }

= k Z Z {{vm|ua)(Ual|vm)rm In Ty — (Ua|Vm)rm (Um [ua) Inwe }

= kZZKua‘Um)F Tm {lnTm _lnwa}- (1.50)
67 m
Hasznaljuk fel az
Inz>1- 1 (1.51)
x

egyenlStlenséget az © = ry,, /w, valasztissal:
Wq
w2 EE S ualum)lt 1 {1 22

(o7 m m
= kzz |<ua|vm>|2 {rm —wa}
= k {Z Tm — Zwa}

m [e3

= 0. (1.52)

A makroszkopikus fizikai mennyiségek

{G} = ((G1), (Ga)s -, (Gn)) (1.53)

halmazat megfigyelési szintnek nevezziik, ha ezek azok a mennyiségek, amelyek adott
t idopillanatban méréshdl, vagy szamoldsbdl ismertek. Az igy definidlt megfigyelési

13



szint természetesen szubjektiv dontés eredménye: 6nkényesen dontjiik el, hogy hany
fizikai mennyiséget vesziink be a megfigyelési szintbe.

Az elditéletmentes becslés elve azt mondja ki, hogy a statisztikus fizikai becs-
léshez olyan stiriiségoperatort kell hasznalni, amely adott megfigyelési szint esetén
maximalissa teszi a hatarozatlansagi mértéket. Ez azt jelenti, hogy az el6itéletmentes
becslés elvének elegettevo ’f{g stirliségoperator a

SpRg = 1, (1.54)
Sp(ReG,) = (G),  (v=12....n) (1.55)

mellékfeltételek mellett teszi maximalissd a hatdrozatlansidgi mértéket (a mikrodl-
lapot teljes jellemzésével definidlt Shannon-féle entrépiat). Mint azt korabbi tanul-
ményainkbél mér tudjuk, adott {G} megfigyelési szinthez egyetlen ilyen siiriiségo-

7

perator létezik, az un. kanonikus striségoperdtor:

R = exp{—?gy )\ugu}’ (1.56)

ahol

Zg = Sp eXp{_z)\ugAu} (157)

az allapotosszeg.

Az eléitéletmentes becslés elve ilymddon lehetévé teszi, hogy kivalasszunk
egyetlen siirliségoperatort. Az Osszes lehetséges stirtiségoperatoroknak egy rész-
halmazat képezik azok a pg siirtiségoperatorok, amelyekkel a mellékfeltételek tel-
jesiilnek, és ebben a részhalmazban egyetlen egy olyan stiriségoperdtor van, amely
a hatdrozatlansdgi mértéket is maximélissd teszi. Ez a kanonikus stirtiségoperator.
A kanonikus stirtiségoperator definiciéjabél kovetkezik tehat, hogy

nRg] > nlpl. (1.58)

Definidljuk az adott {G} megfigyelési szinthez tartozé Sg entropidt:
S¢ = Tmax = —kSp (RgInRg) . (1.59)

Figyelem! Minden megfigyelési szinthez mas kanonikus stirliségoperator és maés
entrépia tartozik.

Idézziink fel néhany korabban megtanult Osszefiiggést. Az dllapotosszeg defi-
nicigjabol adéddan a A, kémiai potencidlok fiiggvénye, amelyeket a mellékfeltételi

~

9
(Gn) = o),

In Zg (1.60)
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egyenletekbél hatdrozhatunk meg, mint a (G,) varhaté értékek fiiggvényeit:
A= MG, (Ga), -, (). (1.61)

Ezeket behelyettesitve az allapotosszegbe mint a kémiai potencidlok fiiggvényébe
megkapjuk az allapotosszeget mint a megfigyelési szinthez tartozé makroszkopikus
mennyiségek fiiggvényét. Ezek utan az

S = kY MG +kInZg

entropia is kifejezheto a megfigyelési szinthez tartozé mennyiségekkel.

Ha a rendszerre még kiilsé h, terek is hatnak, akkor a megfigyelési szinthez
tartozé mennyiségek azoktdl fiigghetnek, G,[hy], s igy rajtuk keresztiil a kanonikus
stirliségoperator is, tehat az adott megfigyelési szinthez tartozé entrépia is.

Megmutatjuk, hogy olyan dinamikai folyamatban, amelyben a megfigyelési
szinthez tartozé mennyiségek infinitezimalis megvaltozéasa (G,) — (G,) + d{(G,) és a
kiils6 terek megvaltozasa h, — ho + dh,, az entropia megvaltozasa:

dSg = kY A, [dSp (RgG.)

03,
(R ) o

= k> ASp(dRg-G.,), (1.63)

Az entrépiavaltozas tehat a megfigyelési szinthez tartozé mennyiségek varhaté értékei
megvaltozdsadnak csak azon ,,részétol” ered, amely a kiils6 terektdl valé explicit
fliggésiikbol szarmazo megvaltozasukon til jelentkezik.

A bizonyitds a kovetkezOképpen torténhet. Tekintsiik az allapotdsszeget mint a kémiai
potencidlok és a kiilsd terek Z (A, hy) figgvényét, és vegylik figyelembe, hogy a G, (hy) operdtorok
a kiils6 terekt6l fligghetnek. Ekkor

dSg = kY MNd(G,)+kD (G,)dA

+kdIn Zg

= kY Md(G)+EDY (G,)dA

_kz (G)dA, —kZZ)\ Sp (Rggg”)
= k>N [dsp (Rgg,,)

-3 sp (fzg gf” ) dha] (1.64)
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1.4. Az entrépia objektiv és szubjektiv tartalmardl

Valamely {G} megfigyelési szinthez tartozé entrépia nem né, ha a megfigyelési szintet
kibévitjik tjabb M mennyiségekkel a {G, M} megfigyelési szintre, azaz ekkor az
alabbi egyenlétlenség érvényes:

Sgm < Sg. (1.65)

A {G, M} megfigyelési szinthez tartozé kanonikus stiriiségoperétor, 7@9, M eleget tesz a
SpRg.m =1, sp (RomG) = (G.), (G, €{G}) (1.66)

tulajdonsigoknak, amelyeknek a {G} megfigyelési szinthez tartozé ﬁ,g stiriiségoperator is elegettesz.
Ugyanakkor a fenti feltételeknek elegettevd valamennyi siirtiségoperator kozott Rg az, amelyik az
n[p] hatdrozatlansagi mértéket maximalissa teszi, ezért

Sg,M = n[ﬁg,M] < n[ﬁg] = Sg. (1.67)

Ha a rendszer p silirliségoperdtora valamilyen F ﬁzikaiAmennyiség(ek) szem-
pontjabdl helyettesitheté a {G} megfigyelési szinthez tartozé Rg kanonikus siirtiség-
operatorral, azaz

A

(F) = Sp(pF) ~ Sp (RgF) (1.68)

j6 kozelités, akkor a {G} megfigyelési szintet az F fizikai mennyiség(ek) szem-
pontjabol elégséges megfigyelési szintnek nevezziik. Természetesen lehetnek olyan
mas fizikai mennyiségek, amelyek varhato értékét ez a helyettesités nem adja helye-
sen. A p— 7A€g helyettesités altalaban informacidvesztéssel jar, azaz

n[p] < n[Rg] = Sg. (1.69)

Az Gsszes olyan p siirliségoperdtor kozott, amelyre teljesiilnek a
Spp = 1, sp(pG,) = (G.) (G € {G}) (1.70)

mellékfeltételi egyenletek, ﬁg az egyetlen, amely a hatdrozatlansigi mértéket maximélissd teszi.
Ebbél kovetkezik a fenti egyenlStlenség. Az egyenl6ség akkor és csak akkor &ll fenn, ha p = Rg.

Ha az adott megfigyelési szinthez tartozé valamennyi mennyiség megmarado,
azaz

H,6,] = 0 (1.71)
minden G, € {G} esetén, akkor
[(H,Rg] = 0. (1.72)
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A megmaradé mennyiségekbdl 4llé megfigyelési szinthez tartozé kanonikus stirtiség-
operator tehat stacionarius.

Hogyan donthetjiik el, hogy az F mennyiség(ek) szempontjabdl a {G} megfi-
gyelési szint elégséges-e? Meg kell nézni a {G, F} megfigyelési szinthez tartozé Sg
entropia és a {G} megfigyelési szinthez tartozd Sg entrépia kiilonbségét, amelyre

Sg — Sg.r > 0. (1.73)

Ha a {G} megfigyelési szint az F mennyiség(ek) szempontjabdl elégséges, akkor a
kiilonbség kozel nulla, azaz a megfigyelési szint kibévitése az F mennyiséggel (meny-
nyiségekkel) nem véltoztatja meg szamottevéen az entrépiat. Ilyenkor a megfigyelési
szint kibOvitése nem jelenti a mikroallapotra vonatkozé informacié novekedését.

Az entrépia fogalma egyszerre rendelkezik szubjektiv és objektiv tartalommal.
Az entrépia fogalma szubjektiv, amennyiben egy tetszolegesen vélasztott megfi-
gyelési szinthez kotodik. Wigner Jenotdl szarmazik annak a vilagos megfogalmazasa,
hogy az entrépia antropomorf fogalom. Nem lehet entrépidrél anélkiil beszélni, hogy
ne mondanank meg, hogy az milyen megfigyelési szinthez tartozik. Masképpen
fogalmazva az entrépia csak akkor nyer értelmet, ha nemcsak azt mondjuk meg,
hogy milyen fizikai rendszerre vonatkozik, hanem azt is, hogy milyen kisérletnek
(megfigyelésnek) vetjiik ald a rendszert. Az azonban, hogy bizonyos fizikai meny-
nyiségek varhaté értékeinek becslése szempontjabol mely megfigyelési szint elégséges,
a fizikai rendszer objektiv tulajdonsaga. fgy az elégséges megfigyelési szinthez tar-
tozd entropia mar objektiv tartalommal rendelkezik.
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1.5. A dinamikai folyamatokra vonatkoz6é masodik
fotétel

Az olyan rendszert, amely zart vagy amelyre kornyezete csak kiilso terek révén hat,
adiabatikus rendszernek nevezziik. Vizsgaljuk ilyen, adiabatikus rendszer dinamikai
folyamatat. Legyen a {G} megfigyelési szint a t, pillanatban elégséges megfigyelési
szint. Ekkor a ty pillanatban hasznalhatjuk a

plto) = Rq(to) (1.74)

stirtiségoperatort a rendszer jellemzésére. Ehhez a megfigyelési szinthez az

Sg(to) = —kSp (7%9(750) InRg (to)) (1.75)
kezdeti entrépia tartozik.

A fizikai rendszerre érvényes a Neumann-egyenlet, amelynek megoldédsa adja
meg egy késébbi ¢t > ¢, idopillanatban a rendszer stirtiségoperatorat:

p(t) = Ul(t,to)Rg(to). (1.76)

A hatdrozatlansagi mérték a stiriségoperator Neumann-egyenlettel leirt idébeli vél-
tozdsa soran dllandé marad:

n(t) = —kSp (p(t) In p(t)) = const. = Sg(to)- (1.77)

Tegyiik fel a kérdést, hogy létezik-e a t; > t, pillanatban olyan {G} megfi-
gyelési szint, amely elégséges? Megengedjiik, hogy a {G} megfigyelési szinthez tar-
toz6 fizikai mennyiségek szamuk és fizikai jelentésiik tekintetében is kiilonbozhetnek
a {G} megfigyelési szinthez tartozéktdl. Ha létezik elégséges {G} megfigyelési szint
a t; id6pillanatban, akkor hasznalhatjuk a

A

plt) — Rg(th) (1.78)
helyettesitést.

Figyelem! A {G} és a {G} megfigyelési szintek ugyanazon F fizikai meny-
nyiség(elf) szempontjabol elégségesek. Ezek id8beli megvéltozdsanak kiszamitdsara
lehet a Rg(to) és a Rs(t1) slirliségoperatorokat jé kozelitésként hasznalni.

Most pontositjuk, hogy mit is értiink az 7%9:(151) operatoron:

A exp{—zu /\u(tl)éu(ha(tl))}
Rs(t) = 7o) ; (1.79)
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ahol a kémiai potencidlok ¢; pillanatbeli értékeit, azaz a A,(¢;) Lagrange-multipli-
kétorokat abbdl a feltételbdl hatdrozzuk meg, hogy R;(t1) jo kozelitése a kezdeti
p(to)-bodl egzakt idébeli fejlesztéssel nyert p(t;) stirliségoperatornak, azaz hogy

Sp ((t)Gu(t)) = Sp (Rg(t)Gult) (1.80)

A korabbiakban mar bebizonyitottuk, hogy a (??) helyettesités dltaldban in-
formacio-vesztéssel jar, azaz:

n(ti) = Sg(te) < Sg(t). (1.81)

Ennek alapjan megfogalmazhatjuk az adiabatikus rendszerek dinamikai folyamataira
vonatkozé mdsodik fotételt:

o Az adott fizikai mennyiség(ek) szempontjdbdl elégséges megfigyelési szinthez
tartozo entropia az adiabatikus rendszerek dinamikai folyamatai sordn nem
csokken.

Az, hogy az adott fizikai mennyiség(ek) szempontjabdl elégséges megfigyelési szint-
nek legkevesebb hany fizikai mennyiséget kell tartalmaznia a kiilonboz6 id6pillana-
tokban, a vizsgalt fizikai rendszer objektiv tulajdonsaga. Ezért az is objektiv tulaj-
donsiga a rendszernek, hogy az ezekhez a megfigyelési szintekhez tartozé entrépia-
értékek az idében nem csokkend sorozatot alkotnak. A dinamikai folyamatokra
vonatkoz6 mésodik fététel tehat objektiv (a megfigyelétél fiiggetlen) &llitas.

Arra nézve, hogy az elégséges megfigyelési szint a rendszer folyamata soran
megvaltozhat, alljon itt egy példa. Tekintsiink egy olyan zart rendszert, amely
kiilon-kiilon egyensilyban levé makroszkopikus darabokbdl all a kezdeti pillanatban.
Ez a rendszer jellemezheté az egyes makroszkopikus darabok V, térfogataval, E,
energigjaval, N, részecskeszamaval. A kezdeti elégséges megfigyelési szint tehat ezen
mennyiségek Osszessége: {G}; = {E1, Vi, Ny, Es, ..., N,}. Ha kivessziikk az egyes
makroszkopikus darabok kozotti szigeteléseket, amelyek segitségével ezt a specialis
kezdeti allapotot bedllitottuk, és utana a rendszert magara hagyjuk, akkor bizonyos
id0 utdn be fog allni egy 1j egyensiilyi allapot. A végsd egyensilyi dllapotban a
rendszer egyes makroszkopikus darabjai egymassal is egyenstulyban lesznek. Ilyenkor
a rendszer allapotanak kimerit6 jellemzéséhez az elégséges megfigyelési szint csak az
egész rendszer teljes energidjat, térfogatat és részecskeszdmdt tartalmazza, {G}; =
{E,V,N}. A kezdeti elégséges megfigyelési szint tehdt biztosan b&vebb, mint a
végallapoti elégséges megfigyelési szint.
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1.6. A dinamikai folyamatot kiséro entrépia

A misodik f6tétel targyaldsa sordn megtanultuk, hogy az adott fizikai mennyiség(ek)
szempontjabol elégséges megfigyelési szint a dinamikai folyamat sordn valtozhat,
tovabba, hogy a mindenkori elégséges megfigyelési szinthez tartozé entrépia nem
csokken.

Most feltessziik azt a kérdést, hogy valamely rogzitett megfigyelési szintnek
hogyan valtozik az informaciétartalma a dinamikai folyamat soran. Legyen minden
t > ty id6pillanatban {G} a megfigyelési szint. Ez azt jelenti, hogy az el6itéletmentes
becslés elvének elegettevo ﬁg(t) stirliségoperatort gy kell meghatarozni, hogy az
n[R(t)] hatdrozatlansigi mértéket a

SPR(t) = 1,
(G)(t) = Sp (U(t,t0)lto) - Gu(ha(t)) = Sp (R(DGu(ha(t)))  (1.82)

mellékfeltételek mellett kell maximdlissa tenni tetszoleges ¢ > ¢, idOpillanatban. A
megoldasul szolgdlé kanonikus stirtiségoperator:

. B exp{ S, ()Q
Rolt) = Spexp {— X, A (#)

ahol az 1d6fiiggd A, (t) kémiai potencidlokat a

(G.)(t) = Sp (U(t, to) plto) - Gu(ha(1))) = Sp(Rg(t)Gu(ha(t)))  (1.84)

mellékfeltételi egyenletekbdl kell meghatarozni.

(1.83)

(h())}
)G, (ha

A rogzitett megfigyelési szinthez tartozo entropiat nevezzik a dinamikas folya-
matot kisérd entropidnak:

So(t) = —kSp (Rg(t) InRg(t))
= kZ)\ WG (1) + k1n Zg(t). (1.85)

Az entrépia megvaltozasara korabban levezetett dltaldnos Gsszefiiggés alapjan
irhatjuk, hogy
= kS At o
90— ks { 4600 - oo (Ro0 2 ) o)
dR
= Ex s (T )gu< ral0)). (1.86)

A dinamikai folyamatot kiséré entrdopia valtozasanak elGjelérdl altaldban semmi
hatarozottat nem lehet mondani. A dinamikai folyamatot kiséré entrépia még zart
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rendszer esetén is néhet is meg csokkenhet is. Ez az dra annak, hogy nem a min-
denkori elégséges megfigyelési szinthez tartozé entrépidt vizsgaljuk.

A rogzitett megfigyelési szint hasznalata mégis azért kényelmes, mert a ké-
sébbiekben a Rg(t) siiriiségoperdtor meghatirozasara integro-differencidlegyenletet
tudunk majd felirni, a Robertson-egyenletet.

Végill még nézziik a masodik f6tétel egy fontos kovetkezményét. Tegyiik fel,
hogy egy a kezdeti pillanatban nem egyensilyi rendszer dinamikai folyamatdnak
leirdsdra a kezdeti pillanatban elégséges megfigyelési szintet valasztunk. A rend-
szer adiabatikus és dinamikai folyamatat az ehhez a rogzitett megfigyelési szinthez
tartozé stiriségoperatorral irjuk le. Tegyiik még fel, hogy t — oo esetén bedll
egy egyensulyi dllapot. Az utébbi lefrasara a rogzitett megfigyelési szint biztosan
elégséges. (Ez a megfigyelési szint a kezdeti nem egyensilyi allapot leirdsara is
elégséges. fgy az az egyensuly leirdsdhoz sziikséges és elégséges megmaradé meny-
nyiségeken til tovdbbi, nem megmaradé mennyiségeket is kell, hogy tartalmazzon.)
Ilyen esetben a folyamatot kisérd stirtiségoperator a kezdeti és a végso allapotban
is elégséges megfigyelési szinthez tartozik, s ezért a masodik fotétel értelmében a
folyamatot kiséré entrépia teljes megvaltozasa nem negativ: Sg(t — 00) — Sg(ty) >
0.
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1.7. f)sszefoglalés

Ebben a fejezetben nyilt rendszer siirliségoperatorara vezettiink le mozgasegyenletet,
amelynek segitségével megmutattuk a dinamikai folyamatokra vonatkozé els6 f6té-
telt: nyilt rendszer energidjanak megvaltozasa a rendszerben végzett munka és a
rendszerrel kozolt ho Osszege.

Bevezettiik a mikroallapot hatarozatlansaganak mértékét mint a stiriiségopera-
tor funkcionaljat. Megmutattuk, hogy ha ezt a funkciondlt az egzakt stiriségopera-
torral szamoljuk, akkor a hatdrozatlansigi mérték megegyezik a rendszer mikrodlla-
potat teljesen meghatdrozé méréshez tartozé Shannon-féle entrépidval. (Ez egyttal
a lehetd legkisebb Shannon-féle entrépia, mert minden a mikroallapotot nem teljesen
meghatdrozé méréshez ennél nagyobb entrépiaérték tartozik.) Az elGitéletmentes
becslés elvével (egyértelmiien) kivélasztottuk azt a siirliségoperatort, ami adott meg-
figyelési szint esetén maximalissa teszi a hatarozatlansagi mértéket. fgy megkaptuk
az adott megfigyelési szinthez taroz6 kanonikus stiriiségoperatort. A segitségével
kiszamolt hatarozatlansagi mértéket neveztiik az adott megfigyelési szinthez tartozo
entrépidanak. Utobbi igy definicid szerint sosem kisebb mint az egzakt stirliségopera-
torral szamolt hatarozatlansagi mérték, azaz a mikrodllapotot teljesen meghatarozé
méréshez tartozé Shannon—féle entrépia.

Bevezettiik az adott fizikai mennyiségek szempontjabdl elégséges megfigyelési
szintet. Megdllapitottuk, hogy a mindenkori elégséges megfigyelési szinthez tar-
toz6 entrépia objektiv tartalommal rendelkezik. A mindenkori elégséges megfi-
gyelési szinthez tartozo entrépia idoben nem csokken, ez a dinamikai folyamatokra
vonatkozé masodik fététel.

Végezetiil bevezettiik a rogzitett megfigyelési szinthez tartozé stiriiségoperdtort.
Ez a folyamatot kisérd stirtiségoperator gy tesz eleget az el6itéletmentes becslés
elvének, hogy a megfigyelési szinthez tartozé fizikai mennyiségeknek a segitségével
szamolt varhato értékei minden pillanatban az egzakt varhaté értékek.

A folyamatot kisérd stirtiségoperatorral szamolt tin. a folyamatot kisérd entrépia
nem tesz eleget a masodik fotételnek. A folyamatot kiséro stirtiségoperator hasznélata
mégis hasznosnak bizonyul, mert segitségével a megfigyelési szint mennyiségeinek
id6beli valtozdsara zart egyenletrendszert irhatunk majd fel.
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2. A LINEARIS VALASZ
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2.1. A linearis valasz

Most olyan specialis dinamikai folyamatokkal fogunk foglalkozni, amelyek a kiils6
terek valtozdsa miatt kovetkeznek be. Tekintsiink egy adiabatikus (mds néven
hészigetelt) rendszert. Legyen a rendszer a t = ¢y id6pillanatban termikus egyen-
stlyban, mikozben a kiilsé terek a H? =const. értéken vannak. A kiilsé terek
azonban t > t, esetén id8ben valtoznak, és ezt a H, = H? + h,(t) fiiggvények irjak
le. A kiilso terek valtozasanak hatdsdra a rendszerben dinamikai folyamat indul. Ezt
onnan vessziik észre, hogy a makroszkopikus fizikai mennyiségek értéke valtozik az
id6 fliggvényében. Altaldban azt frhatjuk, hogy a makroszkopikus varhaté értékek
a kiils6 terek id6beli véltozdsét leir6 ho(t) fiiggvények funkciondljai:

(F)t) = Flha(t)]. (2.1)

Altaldban az F funkcional ¢ pillanatban felvett értéke bonyolult médon fiigg a he (t')
terek ¢t > t' > ¢, intervallumban felvett értékeitdl.

Akkor mondjuk, hogy a rendszer valasza a kiilsé terek véaltozaséara linedris, ha a
fizikai mennyiségek id6fiiggését megadd F[h,] funkciondlok jé kozelitéssel linedrisnak
tekinthetok. Ilyenkor h, szerint sorba fejtve Gket, elegendé csak a linearis tagokat
figyelembe venni. A linedris valasz tehat egy kozelités, amely azonban altalaban jé
eredményt ad, ha a kiils6 terek megvaltozasa nem tul jelentos. A kozelités josagat
elvileg mindig gy lehet megvizsgalni, hogy meg kell nézni a h,-kban kvadratikus
tagok jarulékat.

Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy olyan esettel van dolgunk, amikor a rendszer
valasza a kiilsé terek valtozasara linedris. Ekkor jé kozelitéssel irhatjuk, hogy a
rendszer Hamilton—operatora:

oH
ot 2 o

o

H(E) = H ha(t) + ... (2.2)

h=0

Ennek megfeleléen a rendszer Liouville-operatora:

L) = Lo+ Li(t)+... (2.3)
alaku, ahol
N 1 - N 1 .
Lo=3(#|,_o.-- ) L@ =5 [#0),..) (2.4)
és
R OH
) = 3 hal(t). (2:5)
~ Ohal,_,



Legyen a sfirliségoperator a t = ¢, idépillanatban p(ty). Irjuk az idéfiggd
strtiségoperatort

pt) = Ult,to)p(to) (2.6)

alakba, ahol az evoluciés operator eleget tesz a

A

Ulto,t) = 1 (2.7)
kezdeti feltételnek és a Neumann-egyenletbol nyert

d - A
%U(t, to) = —iL()U(t, ) (2.8)
operator-egyenletnek. Felhaszndlva a Liouville-operator alakjdt, a feladatot a kovet-

kez6 integralegyenlet megolddsaként fogalmazhatjuk meg:
~ ~ t ~ ~ ~
Ult,to) = Us(t—to) —i [ dt'Us(t — )L (&)Ut to), (2.9)
to

ahol bevezettiik a zart rendszer evolicids operatorat:
Us(t —to) = exp{—iLo(t —to)}. (2.10)
Keressiik a megoldast
Ult,te) = Up(t,to) + Ui(t, to) (2.11)

alakban, ahol Uy ~ O((hy)?) és U; ~ O((ha)'), a magasabb rendii tagokat pedig
elhagyjuk. Ekkor azt kapjuk, hogy:

A

t N o N
Up(t,te) = —i[ dt'Us(t — )L (¢ Uo(t' — to). (2.12)
to
Ennek a linedris vélaszt leiré operdtornak az ismeretében megkapjuk a rendszer
stirtiségoperatorat és annak birtokdban tetszoleges fizikai mennyiség varhatoé értékét
is meghatarozhatjuk a linearis valasz kozelitésben.

A tovabbiakban részletesen megvizsgaljuk az olyan rendszerek viselkedését,
amelyek a kiils6 terek valtozasara jo kozelitéssel linedrisan valaszolnak. Ezek altalé-
ban olyan rendszerek, amelyek csak gyenge perturbaciéonak vannak alavetve, és ezért
csak kevéssé térnek el az egyensilyi allapotuktél. Masképpen szélva, az egyensulyi
allapotukhoz kozeli, nem—egyensilyi rendszereket fogjuk vizsgdlni.
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2.2. A Mori—féle skalaris szorzat

Ebben a fejezetben skalaris szorzatot vezetiink be a Liouville-térben az alabbi defi-
nicioval:

(F16) = 3 [ daSp (RpFte e 2.13)

ahol |F) és |G) két tetsz6leges vektor a Liouville-térben, azaz F és G két tetszbleges
fizikai mennyiség, és

Ry = Z7'(B)e ™ (2.14)

a T homérsékletli egyensiilyi rendszer kanonikus stiriiség—operatora. Az igy definialt
skaldris szorzatot Mori—féle skaldris szorzatnak nevezziik. (Specidlis alkalmazdsok
érdekében — 1d. A. fliggelék — a Mori—féle skalaris szorzatot arra az esetre is értel-
mezziik, amikor F és G nem 6nadjungalt operdtorok.)

Az érdeklodo Olvasénak javaslom, hogy lassa be a Mori—féle skalaris szorzattal
kapcsolatban az alabbiakat:
e a Mori—féle skalaris szorzatra érvényesek a skalaris szorzat szokasos tulaj-

donsagai;

e a Moriféle skaldris szorzat segitségével a szokdsos mddon definidlhatjuk a
Liouville-tér vektorainak (elemeinek) ortogonalitdsét és teljes rendszerét;

e a szokasos médon definidlhatjuk az onadjungalt szuperoperatorokat, valamint
a Liouville-tér valamely vektorara ill. alterére vetité projektor—operatorokat;

e a definiciébdl kovetkeznek az alabbi tulajdonsagok:

(F19) = (¢"1F") = (G|1F) = (F'Ig")"; (2.15)
(FILG) = (LF|9). (2.16)

A Liouville—operator tehat 6nadjungalt szuperoperator a Mori—szorzatra nézve.

Vezessiik be a korrelacios fiigguényeket. Az Oy, Os, ..., O, fizikai mennyiségek
korrelacids fiiggvényét az alabbi Osszefliggéssel definidljuk:

A korrelaciés fiiggvény tehat a T homérsékletli egyensilyi rendszerre vonatkozé

varhato érték.
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A Mori—féle skalaris szorzat kapcsolatban all a korreldcios fiiggvényekkel, ame-
lyet az aldbbi azonossag fejez ki:

BhL

Az azonossidgot a kdvetkezOképpen litjuk be. frjuk a jobb oldalon szerepld szuperoperator hatasat
az aldbbi alakba:

i—e‘ﬁﬁﬁ 5 B _ahl 5
Tg = /Odae g
= /Bdazi(_ahm G
0 0
[ aa s C .6

8 L
= /dae_a Ge® . (2.19)
0

Bl
(Flg) = <f*71 - g> : (2.18)
8

Az egyenlet mindkét oldalat szorozva (ﬁ,gﬁ / ) val és a kapott kifejezés nyomat véve, a bi-
zonyitani kivant azonossigra jutunk. Az utolsé 1épésben felhasznaltuk, hogy

S ey = e G (2.20)

0

Ezt a kovetkezOképpen lathatjuk be. Legyen |m) az energia sajitéllapotok teljes rendszere:
Hlm) = Ep|m). (2.21)

egmutatjuk, hogy a (??) egyenlet két oldaldn all6 operdtor tetszbleges matrixeleme az {|m)}
bézisban azonos. A jobb oldalon 4ll6 operdtor méatrixeleme:

(m e~ Geo lm) = e (m|G|m)e”

= e ® = (m|Gm). (2.22)

A bal oldalon all6 operator matrixeleme:

- 5 (5, —Ew) miim)

0
= e % = (m|Gm). (2.23)
Ezzel belattuk, amit bizonyitani akartunk.
A (?7?) azonossag értelmében a Mori-szorzat specidlis esetekben azonos a kor-

relacios fiiggvénnyel:
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e Ha a rendszer szomszédos energiaszintjeinek energiakiillonbsége 1ényegesen ki-
sebb mint a hémozgasbdl atlagosan egy szabadsédgi fokra juté ~ O(kgT) en-
ergia, akkor

1B e’ -1

mert a kozeli nivékra 3 E = p(E —FE ) 1. Mivel a Mori-féle skalaris
szorzat definicigjaban szerepld integralhoz a lényeges jarulékot a kozeli ener-
giaszintek adjdk (a tavoli energiaszintek jaruléka ——vel ardnyosan lecseng),

azért ha a rendszer szomszédos energiaszintjei kozel vannak egymashoz, akkor
(F|G) ~ Sp(RsF'G) = (FiG)s. (2.25)
Ez azt jelenti, hogy a (??) egyenléség magas hémérsékleten jé kozelités.

e Amennyiben a Mori—szorzatban szereplo fizikai mennyiségek valamelyike egyi-
dejlileg mérhetd a rendszer energidjdval, azaz [F, H| = 0 vagy [G, H| = 0, akkor
a Mori—szorzat pontosan megegyezik a két mennyiség korrelacios fiiggvényével:

(FIG) = (F'G)s. (2.26)

A Mori—féle skalaris szorzat tehat &altalaban azért kiilonbozik a korrelacids
fliggvénytdl, mert a fizikai mennyiségek egyike sem cserélhetd fel a Hamilton—
operatorral.
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2.3. A ubo—féle azonossag

A Mori—féle szorzat egyik alkalmazasa a Kubo—féle azonossag:
1 PN
(FILG) = %WTT, 9ls- (2.27)

Ha az F és G fizikai mennyiségek nem fiiggnek explicit médon az id6tol, akkor

. i Al oA .
(Flg) = %WTT,G]M = —(F19). (2.28)
A Kubo féle azonossigot dgy latjuk be, hogy az azonossig bal oldaldn 4116 kifejezést azonosan
atalakitjuk:
1 A B - .
(FILG) = —sp(ReF / doe=e [, Gle
0

L p A B o
ihSp <Rgf (/ doe™® HGe® —/ dae™™ GHe® ))
0 0

ih /OB daSp (ﬁgﬁ [H,e @ “Geo ])

P ) B
= ihsp<7zgf/0 da H,Zumﬂmm]mﬂ ) D
- _ihsp<7%f 2]((_421) [H 07, LG 1 )
B _ihSp RoF (Zu[ﬂ,[ﬁ,...,m,é]”.ﬂ_ _g>]
- —ihsp {7%/3]? (e—ﬂ Gef Q)]
- _%Sp(ﬁﬁ[g’ﬁ])' (2.29)

Gyakorlasként az érdeklodé Olvasé szamolja ki az alabbi Mori-szorzatokat egy
tetszoleges sokrészecskés rendszerre:

(ialp ) = 0, (2.30)
(Pialp ) = ksT i a, (2.31)

ahol ;, ill. p;, az -adik részecske helyvektordnak ill. impulzusdnak —edik kom-
ponense. Hasznaljuk fel, hogy p;s = 4 ia- Ezek az Osszefiiggések az ekviparticio
tételének kvantummechanikai alapon torténé megfogalmazasat jelentik.
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2.4. A zikai mennyiségek uktuaciéi

Az F fizikai mennyiség fluktudciéjan definicié szerint az
F = F—{(F)l (2.32)
eltérést értjik.
A fluktuaciokra érvényesek az alabbi Osszefliggések:

(F16) = (FI9=(F9
= (FI9) = (Fs(G)s. (2.33)

Tegyiik fel, hogy a fizikai rendszer kezdetben termikus egyensiilyban van.
Vizsgaljuk tetszoleges G fizikai mennyiség varhato értékének megvaltozasat, amely
a kiils6 terek kicsiny h, megvaltozasa miatt kovetkezik be. Ez a valtozas kifejezheto
az egyensilyi rendszer fluktudciéinak Mori-szorzatai segitségével:

Sp(dR-G) = Y B( Mal G)dha — ( Hlpy| G)dB, (2.34)
ahol
. oH
M, = — —| . (2.35)
Ohy o

A Mori-szorzatokat a (??) egyenlet jobb oldaldn az Rpg|s—o kanonikus sirfiség -
operatorral képezziik.

A fenti Gsszefiiggést az alabbi lépésekben lathatjuk be.

1. El6szor belatjuk az alabbi azonossagot, amely az exponenciélis operatorok derivaldsi szabalyas:

0

A bizonyitast ugy végezziik, hogy megmutatjuk, hogy az egyenlet két oldaldnak megfeleld
métrixelemei megegyeznek az energiasajatallapotokbdl all6 |¢om ( )) bazisban. A bazisvek-
torokat a

. . B . ¥ .
ge_ﬁ = —e P / dXe %—He_ . (2.36)
0

HOlem( )Y = En(lem()) (2.37)

sajatértékegyenlet normélt megolddsai szolgaltatjdk. A baloldali operdtor métrixelemei:

|
7|
3
il
3

m e m)
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ahol az utolsé egyenldség felirdsakor felhasznaltuk, hogy az energiasajatallapotok ortonor-
maéltak,

(mm) = mm, (2.39)

Frn - wi@m) e

A jobb oldalon 4ll6 operator métrixelemei:

s igy

(m |jobbold.Jm) = —e7” Oﬁd)\e <m %—ﬂ m>e—
Em —En, d
s e A A OB R B
~ B (5m)
= SETh = - B ()
= —¢# aaﬁ mm + €F —e P (m (62|m)>

Ezzel belattuk az exponencidlis operatorok derivalési szabalyat.

. A kovetkezd 1épésben a fenti derivalasi szabélyt alkalmazzuk a kanonikus siiriiségoperétor
kiils6 terek szerinti derivaltjainak kiszamitasara:

19e B 1 - 0 -
- =B Y B
7 oh, 72¢ P (Bhae )]
s [P -OH -
- 'R/ de —e~
0 Oha ]h 0

. [B <. - OH
+ R/ dASp (e_ Re 0—H>]
0 Ohg,
h 0O
B .

o”
Ohy,

h O

I
b
I
Y
<
Q
®

+ R Sp <R6—H> (2.42)

. Végiil kiszamoljuk a G fizikai mennyiség varhatd értékének megvaltozasat, ha az eredetileg
termikus egyensilyban lev6 rendszer a kiilsé terek kicsiny dh, megvaltozdsara ,,valaszol .

. OR R oR 5
Sp(dR-g) = Xa:sp(% -g)dha+Sp<6—h0-g>d

h O
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) dhq
0

G
-G)d
h O

M

(2.43)
ahol felhasznaltuk az aldbbi azonossagot:
R _ ot
T s
= —HR +RSp(HR)
= —R(H-#H)=-R H. (2.44)
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2.5. Az idotol fuggetlen perturbaciéra adott
linearis valasz

Azt vizsgaljuk, hogy allandé hémérsékletii kornyezetben hogyan valtozik valamely
makroszkopikus (F(h)) fizikai mennyiség értéke, ha a kiilsé terek h, = 0 értékrél
dh, értékre valtoznak. Megvarjuk, amig beall a kiilso terek 1j értékeinek megfelelo
egyensuly, mikozben a rendszer hémérsékletét allando értéken tartjuk.

A fizikai mennyiségek megvaltozasa dltalanosan

d(F(h)) = 273%5» dha+7a<‘ggl)>

2 h=0

dB (2.45)

h=0

alakban irhaté. Izotermikus folyamat esetén df = 0, azaz a jobb oldalon a masodik
tag zérus. Definicié szerint

_ oF(h)
MaF = T . (2.46)
az {M,, F} mennyiségekre vonatkozd izotermikus szuszceptibilités.
Felhasznélva, hogy
d(F) = Sp(dR-F)+ Sp(R-dF), (2.47)
az izotermikus szuszceptibilitasra a kovetkezo kifejezést kapjuk:
war =AM A+ (15) (.45

Az izotermikus szuszceptibilitds tehat megmutatja, hogy mennyivel valtozik meg
egy fizikai mennyiség varhato értéke, ha a kiils6 terek a H, =const. értékrol
(ho = 0) H, + dh, értékre valtoznak mikozben a rendszer hémérsékletét allandé
értéken tartjuk, és a kezdeti és a végsd egyensulyi dllapotokat hasonlitjuk Ossze.
Ha a vizsgdlt fizikai mennyiség nem fiigg explicit médon a kiilsé terektdl, akkor az
izoterm szuszceptibilitast az hatarozza meg, hogy mennyi a h, kiilsé térhez tartozo
M, dltaldnos erd és a vizsgalt fizikai mennyiség fluktuaciéjanak Mori-féle skalaris
szorzata az eredeti (h, = 0) egyensilyi rendszerben.

egjegyzés. Az a index jelentheti a folytonos r helyzetvektort is, pl. ha helytél fiiggé
magneses tér a kiilsd tér.
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Most azt a kérdést tessziik fel, hogy hogyan véltozik a makroszkopikus (F(h))
fizikai mennyiségek értéke, ha a kuls6 terek H, értékrél H, + dh, értékre valtoznak
mikozben a rendszer hioszigetelt és a kezdeti és a végs6 egyensilyi allapotokat ha-
sonlitjuk Ossze.

A hoészigetelt rendszer folyamatait adiabatikusnak nevezziik. Adiabatikus folya-
mat soran nincsen hékozlés, azaz

0= Q@ = Sp(dR-H)=>_ odha— 'dB

= Y udha+ dT, (2.49)

a

ahol

a

(52) = 5 M Wy

= B M- )y (2:50)

h=0

a ldtens ho, az altaldnos er6 és az energia egyensilyi fluktuacigjanak Mori-féle

= —kpB” (( 7)), (2:51)

= kB = —ha? O

a hdékapacitds, ami ardnyos az energiafluktuaciék '’ korreldcids fiiggvényével:

C = (HH) =((H))s- (2.52)
(Felhasznaltuk még a
_og -1 i kB
d,@-dkT— E T dT = —kp*dT

Osszefiiggést. )

Az adiabatikussag @ = 0 feltételébol kiolvashatjuk, hogy a megvaltozott
kiilso terek mellett az 1j egyensilyi homérsékletnek a régitol valo eltérése:

dﬁa Zﬁ M ‘H)

dhg. 2.53
TR (2:53)
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Helyettesitsiik ezt be a tetszéleges fizikai mennyiség megvaltozdsit megadd (?7?)
képletbe, akkor megkapjuk a fizikai mennyiségek megvaltozasat adiabatikus folya-

matban:
AFR) = ﬁ;(/ua {1_%} .7-")
+£ (1)

Az {M,, F} mennyiségekre vonatkoz6 adiabatikus szuszceptibilitds definicidja:

dhq
h=0

dha. (2.54)
h=0

& = — 2.
MyF 8ha ( 55)

h=0

Ezt Gsszehasonlitva a (?77) egyenlettel, az adiabatikus szuszceptibilitasra azt kapjuk,
hogy

a | #H)(H]

e = 0 (M- ) 7

4 (1 oF
Ohq
Az izotermikus szuszceptibilitdssal szemben annyi a kiillonbség, hogy most a képletben

a vizsgalt mennyiség fluktuacidjanak az energia fluktuaciéjara meréleges kompo-
nense szerepel. Ez fejezi ki, hogy nincsen hokozlés.

h=0

. (2.56)
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2.6. Az idotol fliiggo perturbaciéra adott
linearis valasz

Tovabb vizsgaljuk ebben a fejezetben a kezdetben egyensilyban levo rendszerek

valaszat a kiilso terek gyenge véaltozasainak hatasara. Ellentétben az el6z6 fejezetben

targyalt esetekkel, most feltessziik, hogy a kiils6 terek nem lépcsé-fliggvény sze-

rint valtoznak, hanem az id6 folytonos fuggvényei. Nemcsak a bedll6 1) egyensulyi

allapot irdnt érdeklédink most, hanem azt is vizsgaljuk, hogy hogyan valtoznak a

kiilénb6z6 makroszkopikus fizikai mennyiségek (varhato értékek) az idé fiiggvényében.
A kiils6 terekrdl feltessziik, hogy gyengék és igy alkalmazhaté a linedris valasz

kozelités.

Tegyiik fel, hogy a rendszer a t = t; kezdeti pillanatban egyensiilyban van. Ekkor
bekapcsoljuk a h,(t) id6tdl fiiggé kiilsd tereket. A rendszer mindvégig hészigetelt.
Ekkor tetszoleges F fizikai mennyiség varhaté értékének valtozdsira érvényes a
Kubo—féle formula:

(FYO) = (F)W) —(F)s

t .
_ ' / 5 “t o Ltt F
- 1/t0 DY ha(t)Sp (Rs| _ “lePtt F), (2.57)
ahol bevezettik az
~ 1 ~
S PV
I..=3 (Mi, ] (2.58)

szuperoperatort és a jobb oldalon a varhaté értéket a kezdeti egyensilyi dllapothoz
tartozé

N e—ﬂ?-?.
Rs o 7 (2.59)
h=0
kanonikus statisztikus operdtorral kell képezni. A bal oldalon
(F)(t) = Sp(p(t)F) (2.60)
a mindenkori stirtiség-operatorral képzett varhaté érték, mig
(F)g = Sp(Rg|, F) (2.61)

a varhaté érték a kezdeti egyensiilyi rendszerben. A Kubo-formula lényege, hogy
ugy adja meg a rendszer dinamikai valaszat vagyis a fizikai mennyiségek varhato
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értékeinek a kezdeti egyensilyi értékiiktol valé eltérését, hogy a perturbalé zavar és
a perturbdlatlan rendszer dinamikai tulajdonsdgai szeparaltan fordulnak elé benne.

A Kubo formulét dgy kapjuk meg, hogy a eumann-egyenletet linedris kdzelitésben megold-
juk és az igy nyert sliriségoperatorral szamoljuk ki az F mennyiség varhatd értékét. Linedris
kozelitésben:

p = po+pr, (2.62)
ahol
po = et (o), (2.63)
/o= 1t to)p(to)
= ifdet - Lot ),
(2.64)
és
i... = l[ﬁ‘ o, (2.65)
h* ln o
Br... = —% ;Ma] hal?), (2.66)
tovabbs
plte) = R . (2.67)
Az utébbi egyenléség kovetkeztében
Lp(to) = 0, (2.68)
ugyhogy
po = Re| (2.69)
adédik. Ezt felhasznélva,
o = —i/ dte= b - Ll(t)Rg‘h i
_ %/ dte= T - za:[/\?la,feg‘h O] ha(t), (2.70)
amit behelyettesitiink a varhaté érték kifejezésébe:
(F)t) = Sp((po+p)F)
= (Fo+y / at Yha(t)p (e F © (MR ]7). e
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A jobb oldalon szerepld Sp t a kdvetkezOképpen alakitjuk &t:
A . _ l: _ ~ A
Sp (78~ MRl (])

= (et i, )

Il
S
n

kel
rouny
AN
®
>
)

= —nSp( et T Ry

, 0) . (2.72)

Az utols6 sorban felhasznaltuk a szuperoperatorok azon tulajdonsigat, hogy a szorzat spdrjanak
masodik tényez6jérél atvihetok a szorzat elsd tényezOjére, mikozben a Liouville operdtort a (-1)
szeresével helyettesitjiik. A kapott kifejezést visszahelyettesitve a (?7) egyenléségbe, megkapjuk a
Kubo féle formulét.

A (F)(t) dinamikai vélaszt megadé Kubo-formuldt az alabbi alakba is &tir-
hatjuk,

A = [ S halt) sl 1)

[e%

_ /Ot dt" Zha(t _ t”) Ma]—'(t")a (2‘73)

ahol
mar(t) = —i{ " leMF),
- _%<[Mg,eﬁtﬁ]>ﬂ (2.74)

az Un. linedris vdlaszfiigguény. Vegyiik észre, hogy a linedris valaszfiiggvényt a
kezdeti (pekrturbélatlan) egyensulyi rendszer dinamikai tulajdonsiagai hatarozzak
meg: az e L' F operdtor a perturbdlatlan rendszer idébeli fejlédését jellemzi, és a
varhato értéket is a perturbédlatlan rendszer kanonikus stiriiség-operatoraval képezziik.

A linedris vélaszfiiggvény a kiilsé térnek az idében Dirac-deltaszeriien révid
valtozdsara adott dinamikai valasz. Val6ban

h(t) = ho (E—t), to t ¢ (2.75)

kils6 tér esetén a dinamikai valasz:

A

(F)YX) = ho mart—1t). (2.76)
A kiils6 tér valtozasara adott dinamikai valaszt atirhatjuk az

= 3 halt)omar( /dch Norurt—1),  (2.77)
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alakba, ahol
brtar(t) = B( Mol F(t) =5 ( Male™ F) (2.78)

az un. rela dcids fiigguény.

A fenti Gsszefiiggést Ggy lathatjuk be, hogy azonosan dtalakitjuk a véalaszfiiggvényt a Kubo
azonossag segitségével:

_ _i L) = fel 7
bmr = h<[M°"e }-]>5_ ! (Ma|Le ]:)h 0
_ a i
T dt (Ma|e f)h 0
d R . .
= - 2| Male® P o = (Ma)ste® P
_ _ 4 Py _ @
= dt( Mqle™ F) = 7 M #(t). (2.79)
Itt felhasznaltuk, hogy
d. -
E(eLf)g = 0, (2.80)

mert [R5 = 0, tovébba, hogy ( Ma)s = 0.
A relaxécids fliggvénybdl idoszerinti derivalassal kapjuk a valaszfiiggvényt:
Mor(t) = —dpaur(t). (2.81)
Ezt az Osszefiiggést integralva kapjuk az alabbit:
briar(t) = b (0) = [t i r(0), (2.82)
ahol
dmar(0) = B( Mol F)= a7 (2.83)
éppen az egyensulyi rendszer izotermikus szuszceptibilitasa.

A relaxdcios fiiggvény nem maés mint a lépcsé—fiiggvényként valtozd kiilso térre
adott linearis valasz. Legyen uis.

ha(t) = —ho (t—to), (2.84)
akkor
(F)E) = —ho (t—1t0)Pmar(0) + hodr.r(t —to), (2.85)
és végtelen hosszu idével a perturbacié bekapcsolasa utan
(F)t—00) = ho(dmar(t — 00) — A7) (2.86)
&®
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A tovabbiakban a kiilonb6z6 frekvencidju kiilsé zavarokra adott valaszt akarjuk
vizsgdlni. Ennek érdekében a linedris vilasznak a vélaszfiggvénnyel kifejezett alakjat
Laplace-transzformaljuk és a Laplace—transzformaltat a = —i +n helyen vessziik,
ahol > 0 valés ésn — 0 valds. fgy un. féloldali Fourier-transzformaltakat ka-
punk és —t mint korfrekvenciat interpretalhatjuk. Bevezetve a kiilsé tér

ho( ) = [ dtha(t)e 1 (2.87)

to

és a dinamikai valasz
F)() = /t dt (F)(t)e (2.88)
féloldali Fourier—transzformaltjait, kozottiik a kovetkez6 algebrai osszefiiggést taldljuk:
(B () = Za:ha( ) mar( ), (2.89)
ahol
Mar( ) = /0 Mar(t)e T (2.90)
az un. dinamikai szuszceptibilitds, amely megadja, hogy adott frekvenciaju kiilso tér

egységnyi megviltozdsara mekkora valtozas kovetkezik be valamely fizikai mennyiség
ugyanilyen frekvencidju médusdban.

A dinamikai szuszceptibilitas is kifejezheté a perturbalatlan egyensilyi rend-
szerben jelenlevo fluktuacidkkal:

worl ) = ﬁ(Ma

L
S 7-') (2.91)
L+ +in h=0

Az utébbi egyenléséget gy latjuk be, hogy a vilaszfliiggvény

om 7)) = —i (Ma

fel }')h i (2.92)

alakjat behelyettesitjiik a dinamikai szuszceptibilitast definidlé Gsszefiiggésbe:

—i (Ma/ dtlel e - ]—')
0 ko

My # F . (2.93)
L+ +in b o

m ()
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A dinamikai szuszceptibilitas valds és képzetes részének fizikai jelentését akkor
latjuk vildgosan, ha megvizsgaljuk a ¢ = 0 pillanatban bekapcsolt periédikus

]’L(t) = hoSiIl( Ot) (294)

kiilsé térre adott linearis valaszt:
t

(F)t) = ho / dt'sin( ot — 1) s (). (2.95)
0

A bekapcsolasi tranziensek véges  relaxdacids ido alatt lecsengenek és a valaszfiigg-
vény az integrandusban az oszcilldlé kiilsé térhez képest lassu véltozasuva valik.
Ezért ha t , akkor az integrél felsé hatdrat vehetjiik végtelennek, hiszen ilyenkor
az integralhoz a t' > t tartomany gyakorlatilag nem ad jarulékot. Ekkor

(FY(1) ~ ho /0 dt'sin( ot — 1)) amur(#)
— hosin( of) /0 dt' cos( o) . r(t)
~ hocos( of) /0 dt'sin( of!) ar(t)

= ho(Re mo7( o)sin( of) —Im a,7( o)cos( ot)).  (2.96)

Latjuk, hogy a tranziensek lecsengése utani stacionarius dllapotban a dinamikai
szuszceptibilitas valés része a dinamikai valasznak a perturbaciéval azonos fazisban
1év6 tagjat, annak amplituddjat, hatdrozza meg. A dinamikai szuszceptibilitas
képzetes része ugyanakkor a dinamikai valasz perturbaciéhoz képest 180 fazisel-
toléddsban levé tagjdnak az amplitiddjat szabja meg.

A fejezetet a dinamikai szuszceptibilitasra vonatkoz6 néhany fontos Gsszefiig-

géssel zarjuk:

e Ha felhaszndljuk a komplex fiiggvénytanbdl ismert

1 1 .
o = Pr— i () (2.97)

osszefliggést, akkor a dinamikai szuszceptibilitast felbonthatjuk az alabbi médon:

MFE = urpt+i e (2.98)
ahol
N
MF = 5<M{LP1~E+ f), (2.99)
e = =B (M[(L+ )L F)
=8 (M| @+ )7F). (2.100)
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Ez altalaban nem egyezik meg a valds és képzetes részekre torténd felbontdssal,
kivéve azt az esetet, amikor F = M, ekkor

e =1m v, v = Re aoun. (2.101)

Annak kovetkeztében, hogy a valasz és a kiilso térnek az azt kivalto valtozasa
egymassal kauzdlis kapcsolatban vannak, érvényes az un.  ramers— ronig-
reldcio:
1 " ~
fol ) = —Pr/ ) - (2.102)

amml( ) = —lPr/_ ) - (2.103)

A kauzalitast az fejezi ki, hogy a dinamikai szuszceptibilitds a valaszfiiggvénynek
ourier transzformaéltja. ivel a valaszfiiggvény korlatos is, azért a

() = /0 dty(t)e (2.104)

fiiggvény a fels6 komplex félsikon holomorf (Im 0). Ekkor alkalmazhatjuk a Cauchy-
integralt egy olyan zart gorbére, amelynek ( 4ga a valos tengellyel parhuzamos és — +1i7
felél halad + i felé (7 0 ), és a felsd félstkon a | végtelen sugart félkorrel zarul:

O =3[ oY

1 O
= — [ a—2~ 2.1

o [t (2.105)

ha ()] | esetén elég gyorsan tart zérushoz. Vegyiik ezt az egyenléségeta = +1in
helyen és frjuk az integralasi valtozét ~ = ~ + ifj alakba, ekkor
: 1 - (C+in

( +in) = = d - . (2.106)

21 - —i(n—n)

Ittn—75 0 ,sigyaz (??) azonossdgot alkalmazva:

() = %Pr[ d‘ﬁ+% () (2.107)

ahonnan
1 -
A (27) felbontast elvégezve innen mar leolvashatjuk a Kramers-Kronig-relacidkat.

A dinamikai szuszceptibilitds segitségével kifejezhetjiik a rendszerben a kiilso
terek hatasara idoegység alatt disszipalodott energiat. Véges idéintervallumban
haté kiilsé terek munkdaja adiabatikus rendszeren:

A= g [ 4 TR0 ) S, 20 2109
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Itt feltettiik, hogy a kiils6 terek a (to, 1) véges intervallumban hatnak, értékiik
a tobbi idopillanatokban zérus. Periddikus

ha(t) = hoaSiD( ()t) (2110)

kiilso terek esetén az adiabatikus rendszeren idOegység alatt atlagosan végzett
munka (dtlagos teljesitmény):

- 0o (2 o dA 1
- _0 — ] 2.111
= 3 /0 dt 7 2h0a hoo olm o4 ( )

A dinamikai folyamatokra vonatkozé masodik fotétel kovetkeztében a kiilso
tereknek adiabatikus (hészigetelt) rendszeren végzett munkédja nem negativ.
Ezért a disszipalédott energia minden esetben pozitiv.

El6szor a munka kifejezését 1atjuk be. Induljunk ki a Hamilton-operator

N N ~ 1~
H = Ho—Muh,+ 5 aa hoha + (h) (2.112)
alakjabdl, ahol
. 0*H
= S 2.11
o Oh,0hqy (2.113)
h 0
A Hamilton-operator a kiils6 tereken keresztiil explicit idéfiiggést tartalmaz,
O Kby + o hohe - (2.114)
ot
A kiils6 tereknek az adiabatikus rendszeren idGegység alatt végzett munkdja:
d o
ZA - Z’t
s = ((5))
= —(Madho +( aa)ghoha + (h), (2.115)
ahol
(Ma) = Mg+ (Ma)(t)+ (B%), (2.116)

65 (o )p-et a termikus egyenstlyban levé perturbslatlan rendszer siirtiségoperatoraval
szamolhatjuk, ha a munka kifejezését csak a kiilso terekben masodrendii tagokkal bezardlag
vizsgaljuk. A teljesitmény fenti kifejezését integraljuk a véges (to,t) id6intervallumra, hogy
megkapjuk a munkét:

A(t,to)

|
Q.
&
SN
e
~~
=
~
o
p

Il
|
U
=~
—~
<
Q
~
>
Q
+
—~
Q
Q
~
@
=
Q

ho | - (2.117)
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Vezessiik be a kiils6 terek és a hozzdjuk tartozé altalanos erdk egyensulyi értéktdl vald
eltéréseinek ourier felbontasat:

ha(t) = zi[ d hol Je= | (2.118)
ho(t) = %/_ d hy( ) e (2.119)
(Ma)(t) = %/_ d (M) Je” (2.120)
ahol
M) = D m om (Dha () (2.121)

Ezeket behelyettesitjiilk a munka képletébe:

Atte) =~ [at [ @Y wow Ona e 5 [ d b)) e

45370 e Mhalt Y (¢) (2122)

Tegyiik fel, hogy a kiils§ terek csak a (tg,t) véges idSintervallumban hatnak. Ekkor az

utolsé tag zérus és az elsd tagban az id6 szerinti integralds hatdrait — -nek és + -nek
vehetjiik. Az id§ szerinti integralds ekkor 2 ( — ) tényezOt eredményez. Ezért az
szerinti integralt elvégezhetjiik, és az eredmény:
i
At = =5 [ @ X woar O Ol (2123)
- [6 767

ivel a munka valds, ezért a fenti kifejezés egyenld a komplex konjugéltjaval. elhaszndlva,
hogy aa ( )— ,.()=2i ., ( ), irhatjuk, hogy

Att) = 5 [ 4 b Ohal) (2.124)

ormélisan a munka kifejezése nem tartalmazza az idGintervallum hosszat, amely alatt a
kiils6 terek hatnak. Ez azonban csak latszat, mert a ourier komponensek amplitidéi
természetesen ettdl is fliggnek.

egjegyezziik, hogy periédikus
ha (t) = hOa SiIl( Ot) (2125)

kiilsé tér esetén a kordbban kapott

(Ma)(t) = D hoa (€ aal o)sin( ot ) —=Im 44 o)cos( ot)), (2.126)
Osszefliggést figyelembe véve kapjuk, hogy

%A(t,to) = —Z(Ma)ﬁhOOz ocos( ot)

— Zaa hoa ( [S] aa( o)SiIl( ot)—Im aa( O)COS( ot ))hoa ()COS( ot)

1 N .
+ 52( aa )phoahoa osin( ot ) cos( ot) (2.127)

ax
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Képezziik ennek egy periddusidére vett atlagat, ami az idéegység alatt dtlagosan disszipa-
16dott energia:

2
_ 0 dA 1
- Y — == E I . 2.12
2 /0 dtdt 2aa hOa hOa 0lM o o ( 8)

iutan megkaptuk véges idGintervallumban haté kiils6 tér ill. periédikus kiils6 tér munka-
ja nyomén az adiabatikus (hészigetelt) rendszerben disszipalédott energidt, most megmu-
tatjuk, hogy ez nem negativ a dinamikai folyamatokra vonatkozé II. fététel kdvetkeztében.
A rendszer a tg pillanatban egyensilyban van, majd a kiils§ terek hatnak és azok kikap-
csoldsa utdn a rendszer egy mésik egyensilyi allapotban lesz. Az egyensilyi allapotokat
meghatarozott szdmud makroszkopikus jellemz6 kimeritéen jellemzi. Ezért a rendszer kezdeti
és végs6 egyensilyi dllapotahoz ugyanaz az elégséges megfigyelési tartozik. Alkalmazhatjuk
tehat a dinamikai folyamatok mdasodik f6tételét entrépia alatt ehhez a valtozatlan elégséges
megfigyelési szinthez tartozd entrdépiat értve.  akroszkopikus egyensilyi rendszer esetén
az elégséges megfigyelési szint annyi mennyiséget tartalmaz, amennyi a rendszer termodi-
namikai szabadsigi foka. egvélasztisuk k6z6mbos, hiszen termodinamikai egyenstilyban a
kiilonboz6 statisztikus sokasagok egyenértékiiek, s igy ugyanahhoz az entrépidhoz vezetnek.
Az egyenstlyi makroszkopikus rendszer elégséges megfigyelési szinthez tartozd entrépidja
ilymédon egytuttal a termodinamikai entrépia is. A dinamikai folyamatokra vonatkozd
masodik fététel azt mondja, hogy a mindenkori (esetiinkben véltozatlan) elégséges meg-
figyelési szinthez tartozé entrépia nem csékkenhet. Ha rendszer pozitiv hémérsékleti, akkor
a bels6 energidja az entrépia monoton névekvé fliggvénye. Ez azt jelenti, hogy a végallapot
bels6 energidja nem lehet kisebb mint a kezdeti dllapoté. ivel a rendszer hészigetelt, azért
tehat a kiils6 terek munkaja nem lehet negativ.

Az elsd  uktudcios—disszipdcids tétel kimondja, ho a dinamikai szuszcepti-
)
bilitas ,,képzetes” része " egyszerre hatarozza me
b3 ) )

hogy a kiilso tér valtozasa soran mennyi munkat végez a hoszigetelt rend-
szeren, és
hogy a zart egyensiilyi rendszer egyensilyi fluktuacidi kozott milyen kor-

relédciok vannak.

A tétel elso allitasat mar az el6z6 pontban belattuk és meg is adtuk a kiils6 tér
munkaja és a dinamikai szuszceptibilitas kozotti Osszefliggést. A tétel masodik
allitasat a kovetkezOképpen latjuk be. Az egyensilyi rendszerben valamely
fizikai mennyiség fluktuaciéjan a

Ft) = Ft)— (Fpl=elot F (2.129)

operator egyensilyi varhaté értékét értjiik. Ez a definicié szerint azonosan
nulla:

(Fg = 0. (2.130)



Nem tiinik el azonban dltaldban az egyensulyi fluktudcidk korreldcios fliggvé-
nye:

( MY F(1))s. (2.131)

Nyilvdnvaléan, ha az M mennyiség fluktudcidja a ¢ = 0 pillanatban és az F
mennyiség fluktudcidja a ¢ pillanatban egymastol teljesen fiiggetlenek lennének,
akkor a korrelacios fiiggvény szorzat alakot dltene, és azonosan nulla lenne,

( MEF (1) = ( M)s( F(t))s = 0. (2.132)

Ha ez nincsen igy, akkor a két mennyiség nem egymastdél fiiggetleniil fluktudl,
és korrelaciojukat jellemzi a korrelaciés fiiggvény zérustdl valé eltérése.

Megmutatjuk, hogy a korrelacios fiiggvény Fourier—transzformaltja az egyes
fizikai mennyiségek spektralis amplitidor szorzatdnak egyensilyi varhato értéke:

A

o [ A F@e = (M) () (2139)

ahol a spektralis amplitiddk definicié szerint

N N 1 - ~
F() = ;_/ dt F(t)e t:—_/ elot Fe 't
2 0 2 0

Ly _ .
2 1(L0+ )

— 00 és hasonlé Gsszefiiggés definidlja MT( ).
Hasznaljuk fel, hogy

ekkor azonos atalakitassal:

(M) F(Ns = 5

= 2i/_ dt( M F(t))ge . (2.136)



Ezekutan belatjuk, hogy a spektralis amplitiddk szorzatanak egyensilyi varhaté értéke
kifejezhet6 (ardnyos) a megfeleld fizikai mennyiségekre vonatkozé dinamikai szuszceptibilitds
() részével. Alakitsuk 4t azonosan a dinamikai szuszceptibilitas szébanforgé részét:

mF( )

( M| (Fo + )f)=7/, at( Mlet F)e

Iy {—eBrL .
= —/ dt ¢ — et F) e
hLO s

e B _ 1 N
= M — (Lo+ ) F
B
= e —1)<M (Eo+ ) 7)),
_ ﬁ(e—ﬂn _1)< > (2.137)

(A maésodik sorban felhasznaltuk a (??) Gsszefiiggést.)

A fentieket egybevetve az elsé fluktudci6s—disszipaciés tétel méasodik allitasat
a kovetkez6 alakban kapjuk:

(M) F() = (%_1) "eir( ) (2.139)

Hasonléan kaphatjuk az alabbi Osszefiiggést is:

h

T . "1t A S
(FO) MO = gy "wel ) (2139
A két egyenletet Osszeadva a kovetkezd szimmetrikus alakot kapjuk:
1 > T E ﬁa n
S s, 2O, = P800 )
ahol
— 1
BB, ) = %mh% 15 R g—kT  (214)

Végezetiil a kiilso terek  frekvencidji komponenseinek munkdja a hoszigetelt
rendszeren az alabbi Osszefiiggésben van a zart rendszer egyensilyi fluktudci-
oival:

~

AC) = Xapp U MO Ma(O}), kel ha ().

B (67

Ez az els6 fluktuacios—disszipaciés tétel egyenlet—alakja.
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( vdnyi ibor, zabd solt)

Tekintsuink egy a tengely mentén elhelyezkedd hosszisdgu linedris vezetot, amely-
nek végeire a t = 0 pillanatban véltakozé Uy sin( ot) fesziiltséget kapcsolunk. Ekkor
a vezetoben az elektromos térerdsség:

U
(t) = osin( of) = —2sin( of), ha  £>0. (2.143)
Legyen a vezeté Hamilton-operatora
H(t=0)=Ho=Hy+H+H °+H, (2.144)

ahol a jobb oldalon az egyes tagok rendre az atomok racsanak Hamilton—operatora,
az elektronok kinetikus energia—operatora, az elektron-racs kolcsonhatas és az elek-
tron—elektron kolcsonhatas operatora. Ha bekapcsoljuk a kiilso teret, akkor a rend-
szer Hamilton—operatora kiegésziil egy tovabbi taggal, ami az elektronok potencidlis
energidja a kiilso elektromos térben:

H(E) = Ho—>, (1) (2.145)

(N az elektronok szdma, az elektronok tdltése, ", az —adik elektron helyko-
ordindta—operdtora).

Az aldbbiakban kiszamoljuk a dinamikai szuszceptibilitast. Belatjuk a dif-
ferencidlis Ohm-torvényt, és kiszamoljuk az idGegység alatt atlagosan a vezetOben
disszipalédott teljesitményt.

Vezessiik be a kiils6 térhez tartozé altalanos eré operatorat,

Moo= - 9HY

5| =2 e (2.146)

0 a=1

ami pontosan az elektromos dipélmomentum operatora, és az egyensilyi rendszer
kanonikus stirtiség-operatorat,

e Bo
Sp (6_57:‘0) '

A rendszernek a kiilso elektromos térre adott linearis valaszat az aramstriiségben
keressiik, amelynek operdatora:

A~

Rs = Rp(t=0)= (2.147)

’ = Z ( - a):\a:Z_ ( - a)ﬁaa (2148)



ahol p, az —adik elektron impulzusadnak operdtora és  az elektron tomege.

Az adramstirliséget az altalanos er6hoz és az aramerdsséghez tartozo

linearis vélaszfiiggvény hatarozza meg. Ez definicié szerint:

i

M) = —p([Men])

M (1)

(2.149)

A tovébbiakhoz sziikségiink van az itt szereplé6 kommutdtor explicit alakjéara.
Itt most kozelito feltevéssel éliink: elhanyagoljuk az elektron és a szildrdtest rdcsa

kozti és az elektronok kozti kolcsonhatdst. Ekkor

~2
A A N A p
Ho=Ho+Hy,  ahol  F5=3 %,
a=1
és
p(t) = eMothp o Hot b — o Hot B o= Hot

= D,

ugyhogy a keresett kommutator:

49

(2.150)

(2.151)

(2.152)

(2.153)



ha feltessziik, hogy a vezetOben eredetileg az elektronok egyensulyban vannak és
egyenletes a vonalmenti stiriiségiik:

o) = (¥ (- a(t>>>ﬁzno. (2.154
A vonalmenti elektronstiriséget az
- :/0 d n( ):/O d <§:jl ( - a(t))>ﬂ:N (2.155)

egyenlet hatdrozza meg. Vegyiik észre, hogy a linedris valaszfiiggvény fiiggetlen az
id6tol.

Kovetkezo 1épésként meghatdrozzuk az altalanos er6hoz és az aramsiriiséghez
tartozo dinamikai szuszceptibilitast:

2
M = /0 dt am (t)e t_tz—no/o dte t
. *ng

1
= 1 -
+ 1n
2 .
. g —17
= i Cppe (2.156)
Innen
2710 n
Re M ( ) = 2 +772 —)0, (2157)
’n 2ng 1
Im () = — 7 0. (2.158)

A bekapcsolési tranziensek lecsengése utan periédikusan valtozd aramsiiriiséget ka-
punk, amely a térer8sséghez képest 90°—os faziseltoléddsban van,

. Us *n n ) 0
OV ~ 2 o( g sin( of) =~ cos(_of
Uy 27”L0 0
R0 0 oy( o), (2.159)
6+

mert a dinamikai szuszceptibilitds tisztan képzetes. A vezet6 csak kapacitiv és in-
duktiv ellenéllassal rendelkezik, ohmikussal nem, mert elhanyagoltuk az elektronok
és a racs kozotti kolecsonhatést.

Végezetiil meghatarozzuk az idoegység alatt atlagosan disszipalodott energiat.
Ehhez sziikségiink van az altalanos er6é — altaldnos er6 mennyiségparhoz tartozo

a0



dinamikai szuszceptibilitasra. Megint el6szor a megfelel6 valaszfiiggvényt szamoljuk
ki:

wn® = (T T )

B

- (T (2160

a, =1
Az itt szereplé kommutatort impulzus—reprezentaciéban tudjuk kénnyen kiszamolni:

(o™ (@) = [fa et e ]

= —%t-1 (2.161)

Ezt behelyettesitve a keresett linedris valaszfiiggvény,
2

és a keresett dinamikai szuszceptibilitas,

2
= — dtt !
MM( ) no/o €

2

d
= —i—ng— | dt t
I"Od/o €
1

2 d
- T d_< +i77>

2 1
N ( +ipp
- 2;7172 (2.163)
Innen
? U
Im pm( ) = —nOTnQ—)O, (2.164)
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ami meghatarozza az idéegység alatt atlagosan disszipalédott teljesitményt:

2 oIm pm( o)

N — DN =

2 2
(%> o—no - = 0. (2.165)
0

Mivel a vezetdonek nincsen ohmikus ellendlldsa, energiadisszipacié sincsen. Végiil
megjegyezzik, hogy a kapott kifejezés a helyes teljesitmény dimenziéval rendelkezik:

[7] = " kgs*lzg' (2.166)

- 7 N g] _Jkgmzs_2 1 J

2
m 0
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2.7. Az egyensilybdl kicsit kitéritett zart rendszer rela a-
cidja. A Mori—féle integro—di erencidlegyenletek

A korabbiakban a fizikai rendszer gyenge perturbaciora adott linedris valaszat vissza-
vezettilk az egyensilyi rendszer dinamikaja altal meghatarozott valaszfiiggvényre.
Ezt fejezi ki a Kubo-formula. Azt vizsgdltuk, hogy az eredetileg egyensilyban levd
rendszer hogyan valaszol a gyenge kiilsé beavatkozdsra. Megtanultuk, hogy a rend-
szer valaszat az egyensulyi fluktudciok idékorreldciéja hatdrozza meg. Ugyancsak
ez szabja meg a kiilsé terek munkdaja révén a rendszerben disszipalédott energiat.

Most mads kérdést tesziink fel az egyensulyi helyzettdl vald kicsiny eltéréssel
kapcsolatban. Azt szeretnénk megtudni, hogy hogyan valtoznak idében a fizikai
mennyiségek egy olyan rendszerben, amelyet a t = 0 kezdeti iddpillanatban az
egyenstlyitdl kevéssé kiilonbozo allapotban allitottunk eld, és utdna magdara hagy-
tunk. A folyamat sordn a rendszert zartnak feltételezziik (hészigetelt és nem hatnak
kiilsé terek). Eljarasunk lényege az, hogy a Liouville-teret (azaz a fizikai meny-
nyiségek halmazat) felbontjuk két altér direkt Gsszegére (két diszjunkt részhalmaz
egyesitésére). Az egyik alteret, Lg-t az jellemzi, hogy ide a fizikai mennyiségek
kis—frekvencids lassi komponensei tartoznak, mig — értelemszeriien — a rd orto-
gonalis altérbe, L; —be a nagy-frekvencias gyors komponensek. Annak eldontésére,
hogy mi a gyors és mi a lassu valtozas, bevezethetiink egy  kiiszob—frekvenciat.
Az ennél nagyobb frekvencidji komponensek gyorsak. A célunk a lassi kompo-
nensek idofiiggésének meghatdrozasa. A sokasigatlagolds elvégzése soran a nagy—
frekvencidas komponensektol részben teljesen meg fogunk szabadulni, feltételezve,
hogy a gyorsan valtoz6 tagok varhaté értéke nulla. Mésrészt, az olyan tagok,
amelyekben lassu és gyors komponensek keverednek, befolydsolni fogjak valamilyen
médon a lassu védltozasi mennyiségek idofiiggését. A kiiszob—frekvenciat mindig
aszerint valasztjuk meg, hogy milyen annak a folyamatnak a jellemz6 iddskaldja,
amelyet értelmezni akarunk. Nyilvanvalo, hogy adott kiiszob esetén azokat a
folyamatokat nem vizsgalhatjuk, amelyek karakterisztikus ideje lényegesen kisebb
mint 1

Legyen Lg = {Gu} azon fizikai mennyiségek tere, amelyekbe a lasst valtozasui
mennyiségek tartoznak, és " ennek az altérnek a projektora. Vezessiik be a Q=1-
i projektort, amely a gyors valtozasi mennyiségek £ g alterére vetit. Heisenberg—
képben a zart rendszer dinamikajat a

gu(t) = € ﬁtgAua gAu = gAu(t = 0) (2167)

egyenletek irjdk le, és a varhaté értékeket a p(t = 0) — a jelen esetben nem-
egyensulyi — suriségoperatorral kell képezni. Alkalmazzuk ezeket az egyenleteket
azokra a fizikai mennyiségekre, amelyek a lassu valtozasi mennyiségek alterének
bazisat alkotjak. A fenti egyenletek kozelités nélkiil azonosan dtalakithaték az alabbi
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csatolt integro—differencidlegyeletekké, amelyek a Mori-féle integro—di erencidlegyen-
letek:

~

; A t ~
Gut) = i3 Go(t) uu— /0 'S Gt — 1) u)dt + (). (2.168)
Itt az alabbi jeloléseket vezettiik be:

e homérsékletfiggd frekvencia—mdtrs :

v = Z v (g |gu) = Z v (Q’ ‘ii’gu)

Bh

i

> (6% Guse (2.169)

Itt a ,, metrikdt a

Z I3 (g ‘gu) = uv (2170)

egyenlet definidlja. (Ha a fizikai mennyiségek operatorai hermitikusak, akkor
i, valds.) A frekvencia—mdatrix sajatértékei fogjak adni a lassi valtozasokat
megszabd kis frekvencidkat.

o maradék—erd:
L) = ie QLG =e M, el g (2.171)

ahol

~

L = (t=0)=1iQLG,. (2.172)

A maradék-er6 igy Mori—szorzat értelemben mindig merdleges a lassu valtozasu
mennyiségek alterére,

(u(G) = o (2.173)

A felbontéas tehat olyan, hogy a maradék—eré és a lassi valtozasi mennyiségek
teljesen korrelalatlanok. Ezért teljesen kiilonb6zo lehet az idébeli valtozasuk
skalaja.

o memoria—mdtri :
w) = 2o ( Lu®)=3 0 W) (2.174)
A memoéria-matrixot a maradék—erd idokorrelacidja hatarozza meg.
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A bizonyitéshoz felhasznéljuk az aldbbi azonossdgot, amelyet a (??7) azonossdghdl
—Ly Ly, —ILy L helyettesitéssel kapunk:

e L L = i/ dte L L — fhel 4l | (2.175)
0
Tetsz6leges fizikai mennyiségre Heisenberg képben:
G = e¥G, G =ilG. (2.176)
Sziirjunk be az evoldcids operator utdn egy egységoperatort az 1 = "+ 7 alakban:
G () = el Aé +el Aé . (2.177)
Hasznaljuk fel a jobb oldal masodik tagjdban az (??) azonossigot:
G() = et "¢
+ i/ dtel - “fe L Aé
0
+ e LG, (2.178)

ivel a {Q } mennyiségek bazist alkotnak, a lassi valtozdsi mennyiségek alterének projektor
operatora,

= Y16 (G (2.179)

alakba frhaté. A metrika azért szerepel, mert ltaldban a bézis nem ortogonélis. Helyettesitsiik
be ~ ezen alakjat a (??) egyenlet jobb oldaldba. Ekkor megkapjuk a ori féle integro-diffe-
rencidlegyenleteket, és leolvashatjuk a frekvencia métrix, a memdria méatrix és a maradék erd
definicigjat.

A Mori-féle integro-differencidlegyenlet jobb oldaldnak els6 tagja a {G,(t)}
fizikai mennyiségek periddikus oszcillaciéit irja le, ha a memodria-—matrix és a maradék
erd elhanyagolhaté. Ilyenkor

A A A A A

Gu(t) = i LG, =i L G,
= iY6.(t) (2.180)

érvényes. Ha 4ttériink olyan dj ¢’ mennyiségekre, amelyekben mint bdzisban a
frekvencia-matrix diagondlis valamilyen  sajatértékekkel, akkor a sajatrezgéseket

d - A
—G't) =1 Gt (2.181)
dt

egyenlet irja le.

A Mori—féle integro—differencidlegyenlet jobb oldaldnak mésodik tagja a gyors
valtozési komponensek idébeli korreldcidjabdl adédé ,,emlékezetet” jelenti. Az

) = Clu@)=( le"",) (2.182)
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matrix elemeinek féloldali Fourier—transzformaltjat,

L) = /0 at (e

nsager— asimir—eqyitthatoknak nevezzik. A memoéria-matrix Fourier-transzfor-
maltja:

o), (2.183)

w( ) = X v Lu(). (2.184)

A Mori—féle egyenleteket felhasznalhatjuk arra, hogy meghatarozzuk a lassi
valtozasi G, (t) mennyiségek termikus egyensilyban felvett értékétél valo eltérésének,
azaz a

Gu(t) = Gult) — (Gu)s (2.185)

operatornak a varhaté értékét. Heisenberg—képben ezt a varhaté értéket a kezdeti,
nem staciondrius p(t = 0) = po stirtiségoperatorral kell képezni:

( Gu)(t) = Sp(p(t =0) Gu(t)). (2.186)

Képezziikk a  ori féle egyenlet mindkét oldaldnak varhaté értékét a kezdeti slirtiségopera-
torral:

+Sp(po  (1))- (2.187)

Az egyenlet jobb oldaldn is szeretnénk a G (t) operétort szerepeltetni. Ennek érdekében vegyiik
figyelembe az aldbbiakat:

Egyenstlyi rendszerben
X d PN
Sp(Rs¢ (1)) = 2Sp(RsG (1)) =0. (2.188)
Egyensilyi rendszerben a maradék er6 varhaté értéke nulla:
Sp(Rs (1)) = O. (2.189)
Csakugyan a bal oldalon 4116 varhaté érték:
Sp(Rs ™ (®) = (1 () =5p(Rge = ")
- (e* L -1‘ ) =@ )=i1|"Lg)
= —i(L 1|G ) = —i(L1]G) = 0. (2.190)
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indezeket figyelembe véve a  ori féle egyenleteket az egyensuilyi eloszldssal dtlagolva az aldbbi
egyenletekre jutunk:

0 = 16« - [ @@ ), (2191)
Vonjuk ki ezt a (??) egyenletekb&l. Ekkor az aldbbi egyenleteket kapjuk:
d, ; 5 i
0@ = 2 (G,)®1
t . -
— [ G- t) @)+ (D0, (2192)
Ez az egyenletrendszer irja le a lassu valtozast fizikai mennyiségek egyensiilyi értéktol
val6 eltérései révén a zart rendszer relaxacidjat.
Az egyenletrendszer két 1épés utan valik alkalmassa tényleges szamolasokra:
o Feltessziik, hogy a kezdeti ¢ = 0 pillanatban {’}:[,QAH} elégséges megfigyelési

szintet definidlnak, s igy a kezdeti siirliségoperator az el6itéletmentes becslés
elve alapjan kapott

exp —m% -, )\,,(j}:
po = pt=0,8,A)= { }

B Sp exp {—ﬁ’)':[ -3 )\y@} (2193)

operator (vo. az  fiiggelékkel).

e Csak olyan kezdoallapotot vizsgalunk, ami a termikus egyensulytol csak kicsit
tér el, azaz amelynek siirtiségoperatora linearisan kozelitheto:

. . dp
plt=0,8,A) = p(0,5,0)+> N, (%)‘ : (2.194)
v v =0
Alkalmazzuk az exponencidlis operator derivalasi szabalyat:
dp [P X A\ 4 A4 X A 4
e = —po/o daexp {a (7—[ + ; —g,,) } (—Q,,) exp {—a (’H + Z —Q,,) }
B N R R
= poSp {—ﬁo/ doexp {a (H + Z ﬁG.,> } (ﬁ u>
0 v

exp {—a (H +y ﬁg}) } } . (2.195)

A kémiai potencidlokat zérussé téve:

dpo . 1 8 A s
= —Rzg— * @ 2.1
(8)\,, ) ‘ . Rg dae® G,e (2.196)



A stirliségoperator linedris kozelitésben tehat:
ﬁO = ﬁ(t = 0’137 /\)
A .1 B R N
= Rp— Z)‘VRﬂB/ doe®™ Q’le“m. (2.197)
> 0

e Linedris kozelitésben a maradék—er6 varhatd értéke zérus:

(o) = o (2.198)
Valdéban, ha felhasznéljuk a stiriségoperdtor linearizalt alakjat, akkor
> NG )==D MG ) =0, (2.199)

mert [G,) € gés| )e g.

Mivel a maradék—eré varhato értéke linedris kozelitésben eltiinik, azért ebben
a kozelitésben a lassi valtozdsi mennyiségek valtozdsara zart egyenletrendszert ka-
punk:

d, . .
G000 = TXaI0E
= [[d G- 1) )
(2.200)

Ezeket az egyenleteket kell megoldani olyan ( G,(0)) kezdéfeltételekkel, amelyek
megfelelnek a vizsgdlt rendszer kezdeti allapotdnak. Az egyenletrendszerben sze-
repld frekvencia-matrix és memoéria-matrix altaldban a vizsgalt rendszer kvantum-
mechanikai modellje alapjan kozelité szamolassal adhaté meg, vagy pedig fenome-
nologikus uton kell mérésekbol meghatarozni oket.

A kémiai potencialokat a kezdeti feltételek hatarozzak meg. Ervényesek ugyan-
is a

< gu>(t) = Sp(,ﬁg Qu( ))
= Sp(Rs Gul(D) Z)\ Gl Gu(t))

— ~T A6 Gu0) (2:201)

osszefiiggések, ahonnan

(Gu)(0) = —Z/\ G| G.) (2.202)

a kémiai potencidlokat meghatarozo egyenletrendszer. &
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2. . A Markov—kozelités
Vaz 7 Z X
v Z fiz X
; G-
X Z
Z f fiz v Z
d ~
el t =
dt< g)
1 H v
z \% Z t
Z
, v X 1"
z z (G)
t 7z
7 f
d .
— t
dt< 9)
Vz
X E 1 vV oz
(G)t
A "z ,
Af Z 1 f
t =
f z" —
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