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I. A SPECIALIS RELATIVITAS ELMELETE



1 A specidlis relativitasi elv [1, 3, 4]

Ebben a fejezetben azt a kérdést tesszik fel, hogy a természet jelenségei mogott
meghizédé természeti torvények fliiggenek-e attél, hogy milyen inercidlis vonatkoz-
tatasi rendszerbél figyeljilk meg azokat? Osztondsen azt vérjuk, hogy amenny-
iben a természeti jelenségeket szabalyozd torvények egyetemesek, akkor azok nem
fligghetnek attdl, hogy az inerciarendszer, amelyben a megfigyel6 nyugalomban van,
milyen mozgast végez. Ugy is mondhatnank, hogy csak akkor beszélhetiink arrol,
hogy a jelenségeket természeti torvények szabalyozzak, ha azok fliggetlenek attol,
hogy a megfigyel6 milyen mozgast végez.

Méris elérebocsdtom a valaszt: a természet torvényei valamennyi iner-
ciarendszerben azonosak. Inerciarendszerekbdl végtelen sok van és azok egymés-
hoz képest egyenes vonali egyenletes mozgast végeznek.

A jelenségek korét a fizikai jelenségekre sziikitve le, a vilag azért olyan gazdag
jelenségekben, mert a testek egymadssal kolcsonhatnak. Felvetddik az a kérdés,
hogy egy test hogyan hat kolcson egy maéshol levé masik testtel? Ha az egyik
megvaltoztatja a helyét, sebességét, stb., akkor azt a masik test mikor észleli?
Rogton a valtozas pillanatdban, avagy esetleg csak bizonyos id6 eltelte utdn?

A tapasztalat altal sok oldalrél megerdsitett tény az, hogy a kolecsonhatasok
véges sebességgel terjednek, amelynek maximalis értéke a fény sebessége
a vakuumban. A fénysebesség minden inerciarendszerben és minden
irAnyban ugyanakkora.

Meg fogjuk mutatni, hogy az elmondottaknak rendkiviil silyos kévetkezményei
vannak vildgképiink alakuldsiban. A fizikai torténések (elemi események) a
maguk egymadsmellettiségében és egymadasutanisasagdban vonatkoztatasi
rendszertodl fliiggetlen geometriai szerkezetet hatdroznak meg: ez a térido.
Ha ezt a geometriai szerkezetet valamely megfigyel6 valamely vonatkoztatasi rend-
szerbol nézi, akkor a torténésekhez helyet és idot tud rendelni. Megtorténhet azon-
ban, hogy két esemény, amely az egyik inerciarendszerben egyidejii, egy masikban
mar nem az. A hely és az id6 az esemény vonatkoztatdsi rendszertdl fiiggd ko-
ordindtdi. Ezek a koordindtdk azonban annak a téridének a pontjait jellemzik,
amelynek a geometriai szerkezete fiiggetlen a vonatkoztatdsi rendszertdl. Ezen
fiiggetlen geometriai szerkezetben hely és id6 nem valik kiilon, hanem egységet alkot.

A specidlis relativitds elmélete szerint a tér és az id6 szoros egységet alkot,
a téridot. Nem beszélhetiink a térrol, mint eleve adott szinpadrdl, amelyben az
események zajlanak. Sokkal inkdbb az események a maguk sokasdgaval hatarozzak
meg a téridot. A hely és az id6, amit az egyes eseményekhez rendeliink esetleges,
fligg attol, hogy az események sokasagat mely inerciarendszerbdl figyeljiik meg, azaz
hogy melyik az az inerciarendszer, amelyben nyugalomban vannak a hely és az



idéméréséhez hasznilt méterrudak és orak.

A specialis relativitas elve értelmében nincsen kitiintetett inerciarendszer. A
fizikai torvények szempontjabol minden inerciarendszer egyenértékii. Ennek koszon-
hetden nincsen abszolut nyugalomban levé inerciarendszer sem, mint amit a Newton-
i mechanika feltételezett.

Ebben a fejezetben megtanuljuk, hogy a téridonek milyen, vonatkoztatasi rend-
szertOl fliggetlen jellemz6i vannak, mi a kapcsolat azon hely- és idékoordinatak
kozott, amelyek egy eseményt kiilonb6zé inerciarendszerekben jellemeznek, és a hely-
és az idokoordinatak viszonylagossdganak néhany kovetkezményét.

1.1 Vonatkoztatési rendszerek, inerciarendszerek [1, 4]

A jelenségeket mindig valamilyen testhez, testek rendszeréhez rogzitett mérémi-
szerek segitségével vizsgaljuk. Ezek egyiittese alkotja a vonatkoztatasi rend-
szert. Ijgy képzelhetjiik, hogy a vonatkoztatasi rendszer minden pontjidban all
egy megfigyelo kezében oOraval és méroriuddal. FEzek a megfigyel6k méroridjaik
segitségével térbeli koordindtarendszerrel tudjak behalézni a teret. A térbeli ko-
ordinatarendszer kijelolésére természetesen végtelen sok lehetéség kinalkozik. A
vonatkoztatasi rendszer a valasztott tér-koordinatarendszer és az annak pontjaiban
rogzitett érak Osszességének is tekintheto.

A vonatkoztatdsi rendszerek kozott vannak olyanok, amelyekben az egyenes
vonalu egyenletes mozgdst végzd test megtartja egyenes vonalu egyenletes mozgdsét,
ha semmilyen test nem hat rd. Ezek az inerciarendszerek. Ha egy vonatkoz-
tatdsi rendszer inerciarendszer, akkor minden hozza képest egyenes vonali egyen-
letes mozgast végzo rendszer is inerciarendszer. Kovetkezésképpen, végtelen sok
inerciarendszer van. Inerciarendszerben az egyenes vonald egyenletes mozgas leirdsa
akkor a legegyszeriibb, ha Descartes-féle koordinatarendszert valasztunk.

1.2 A specidlis relativitasi elv [1, 3, 4]

A specialis relativitasi elv azt a tapasztalatot mondja ki, hogy a természet-
torvények minden inerciarendszerben azonosak. Ez azt jelenti, hogy a
természettorvények fiiggetlenek a vonatkoztatasi rendszertdl, nem vi-
szonylagosak, hanem egyetemesek. Késobb a specidlis relativitdsi elvnek a
matematikai leirdsban hasznalhatébb megfogalmazasat fogjuk adni, amely szerint
a természeti torvényeket leir6 egyenletek valamennyi inerciarendszerben
azonos alakuak.

A specidlis relativitasi elv azt a tapasztalatot fogalmazza meg, hogy az iner-



ciarendszerek kozott semmilyen fizikai kisérlettel nem lehet kiilonbséget tenni. A
kiilonboz0 inerciarendszerek a fizika szempontjabdl teljesen egyenértékiiek.

Itt jegyzem meg, hogy ennek a tapasztalatnak az els6 megfogalmazdsa Galileo
Galilei nevéhez fiizédik. Hadd &lljon itt a ,,Parbeszédekbél” vett idézet (1d. 1., 2.,
3. és 4. dbra):

SALVIATI. A pillanat alkalmasnak latszik
arra, hogy annak kimutatdsa soran, hogy a
felsorolt kisérletek nem érnek semmit, fel-
tegyem a koronat azzal, hogy megmutatom,
miképpen lehet azokat a lehet$ legkisebb fa-
radsaggal kiprobdlni. Zdrkozzal be egy ba-
ratod tarsasagdban egy nagy hajo fedélzete
alatt egy meglehetdsen nagy terembe. Vigyeél
oda szanyogokat, lepkéket és egyéb ropksds
allatokat, gondoskodjal egy apré halakkal telt
vizesedényrdl is, azonkiviil akassz fel egy
kis vodrot, melybdl a viz egy aldja helyezett
szk nyaku edénybe csopbg. Most figyeld

Figure 1: Galilei: ,,Pérbeszédek”, idézet.

A specidlis relativitdselméletet Albert Einstein dolgozta ki.

1.3 Téavolhatas — kozelhatas [1]

A mechanika Newton-féle megfogalmazasaban egy test megvaltoztatja mozgasélla-
potat, ha masik testtel kdlcsonhatasba 1ép és az erét gyakorol rd. Az erétorvény, ami
az er6 nagysagat adott pillanatban megadja, a Newton-i mechanika szerint olyan,
hogy csak a testeknek a pillanatnyi helyzetétdl, sebességétol, stb. fiigg. Ezért, ha az
egyik test mozgasdllapota megvaltozik, akkor azt a mdsik test azonnal észreveszi,
fliggetleniil attol, hogy milyen tavolsagban tartézkodik. Ezért azt mondjuk, hogy
a Newton-i mechanika a kolcsonhatast tavolhatasként kezeli. Sok mechanikai je-
lenségnél a kolcsonhatd testek egymassal érintkeznek, s ilyenkor nem jelentkezik
élesen az a kérdés, hogy hogyan is lehetséges tavolhatds.

Nagyon fontos, mar a Newton-i mechanikdban is vizsgdlt jelenség, a szabadesés,
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Figure 2: Galilei: ,,Parbeszédek”, idézet 1 tatdsa.
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Figure 3: Galilei: ,,Pérbeszédek”, idézet 1 tatdsa.
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Figure 4: Galilei: ,,Pérbeszédek”, idézet 1 tatdsa.
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amikor a Fold és a szabadon esé test nem érintkeznek. Itt mar nem nyilvanvald,
hogy hogyan is fejt ki er6t a Fold a vele nem érintkezod testre. Valaszként megfogal-
mazodott az a feltevés, hogy a kolcsonhatas nem tavolhatasként, hanem kozelhatds-
ként valésul meg. Pl. a Fold gravitacios teret kelt és a Hold ebben szabadon esik.
A szabadon eso testre, a Holdra a gravitacids erétér fejt ki erot kozelhatas révén
ott, ahol az éppen tartézkodik. A klasszikus mechanikdban azonban feltételezziik,
hogy a Fold mozgasallapotaban bekovetkezo barmilyen valtozasra a Fold altal kel-
tett graviticids erdtér azonnal (id6késleltetés nélkiil) hozzdidomul. A klasszikus
mechanika kozelhatasrél alkotott képe szerint tehat végtelen nagy sebességgel terjed
az a hatas, ami az egyik test mozgasallapotdnak megvaltozasar6l a masik testhez
a testek kozotti erdtérben , hirt visz”’. A Galilei nevével jelzett relativitasi elvbe
a kolcsonhatasok végtelen nagy terjedési sebességét is hallgatélagosan bele szokés
érteni.

Az elektromdgneses hullamok felfedezése 6ta tudjuk, hogy a testek kozotti
kolcsonhatds valdjaban mindig ugy valésul meg, hogy az egyik test eréteret kelt,
ami kozelhatéast gyakorol a benne elhelyezked6 masik testre. Azt is tudjuk, hogy az
erOteret kelto test mozgdsallapotanak megvaltozasa nyoméan az erétérben ,,zavar”,
elegansabb nevén hullam terjed tova, ami mindig energiat hordoz. Ez a zavar az a
hatdas, ami , hiriil viszi” a teret kelto test mozgasallapotaban bekovetkezett valtozast.
A kolcsonhatds (a zavar, a jel) terjedésének sebessége a tapasztalat szerint
mindig véges. Azt, hogy valahol egy fizikai torténés (egy esemény) ment végbe,
mas testek csak idoben megkésve ,,veszik észre”. A kolcsonhatas terjedési sebességét
ugy kapjuk, hogy a masik testnek az esemény helyétol mért tavolsagat osztjuk azzal
az idoével, amelynél korabban nem figyelhetok meg rajta olyan folyamatok, amelyeket
az adott esemény valtott ki.

1.4 A kolcsonhatas a 1 alis ter edési se essé e a én se
essé [3, 4]

A tapasztalat szerint a kolcsonhatasok terjedési sebességének 1étezik maxi-
malis értéke: ez a fénysebesség, az elektromdagneses hullaimok terjedési
sebessége vakuumban. Ha a kolcsonhatdsok maximadlis terjedési sebességének
léte természeti torvény, akkor a specidlis relativitas elve értelmében ennek a sebes-
ségnek minden inerciarendszerben azonosnak kell lenni. (Egyébként kiilonbséget
lehetne tenni az inerciarendszerek kozott.) Abbdl a feltevésbél, hogy az inerciarend-
szerekben nincsenek kitiintetett irdnyok, kovetkezik, hogy a fény terjedési sebessége
minden irdnyban azonos. Ezt nevezziik a fényterjedés izotropidjanak. A fény ter-
Jjedési sebessége tehat valamennyi inerciarendszerben és minden irdnyban
azonos.

Michelson és Morley kisérlete bizonyitotta [3, 4], hogy a fény terjedési sebessége
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csakugyan minden inerciarendszerben azonos. Amikor a kisérletet végezték, mar
tudtdk, hogy az inerciarendszerek kozott mechanikai kisérletekkel nem lehet kiilonb-
séget tenni. Ismeretes volt tovabba az elektrodinamikanak az az eredménye, hogy
a fény a kézegmentes térben minden irdnyban azonos sebességgel terjed. A kérdés
csak az volt, milyen vonatkoztatasi rendszerhez képest terjed a fény sebességgel.
Az volt a feltételezés a Newton-i mechanika hagyomanyos allaspontja szerint, hogy
létezik egy abszolit nyugalomban levd inerciarendszer, az éter, és a fény ehhez
képest terjed sebességgel. A kisérlet célja az volt, hogy meghatarozzak az in-
terferométer  sebességét az éterhez képest (1d. [3]). Konnyi beldtni, hogy az in-
terferenciacsikoknak el kellene tolédniuk, ha az interferométert abbdl a helyzetbdl,
amikor egyik karja a  sebesség irdnydba mutat, elforgatjuk mondjuk 90 fokkal
a sikjara merdleges tengely koriil. Képzeljiik magunk elé a Foldet, amint a Nap
koriil kering. Tegyiik fel, hogy a Nap sebessége az éterben | a Fold keringési
sebessége pedig a Naphoz rogzitett inerciarendszerben . Ekkor az interferométer
feltételezett sebessége az éterhez képest . Ez a sebesség nem lehet a
Fo6ld keringése soran mindig azonosan nulla. A F&ldon nyugvé interferométer elfor-
gatasakor tehat jelentkezni kellene altalaban az interferenciacsikok eltolodasanak. A
tapasztalat azonban az, hogy nem észleltek csikeltolédast. Ez csak ugy érthetd, ha
nem ragaszkodunk ahhoz, hogy a fény az éterhez terjed, hanem elfogadjuk, barmely,
az interferométerrel a kisérlet idején éppen egyiittmozgo inerciarendszerhez képest
ugyanazzal a  sebességgel terjed. Ez azt jelenti viszont, hogy még a fény sem
tiinteti ki az inerciarendszerek valamelyikét. Akkor nincs is értelme arrdl beszélni,
hogy létezik abszolut nyugvé inerciarendszer, hiszen semmilyen kisérlettel sem lehet
megkiilonboztetni egyik inerciarendszert a masiktol, a Michelson-kisérlettel sem. Ez
vezette Einsteint a specidlis relativitds elvének megfogalmazasihoz, azaz annak ki-
mondasdhoz, hogy nincsen kitiintetett inerciarendszer, s igy abszolit nyugalomban
levé inerciarendszer sincs.

Végiil néhany fontos megjegyzés, ami a kolcsonhatasok véges terjedési sebes-
ségének jelentOségét mutatja:

Az er6tér fogalma azért valik tulajdonképpen fizikaivd, mert benne a zavarok
véges sebességgel tudnak terjedni. Ennek kdszonhetd ugyanis, hogy a tdvolha-
tas és az erotérre alapozott kozelhatas koziil csak az utébbival lehet a fizikai
jelenségek kozotti oksigi kapcsolatot helyesen magyardzni.

Nyilvanval6 az is, hogy a fénysebességnél nagyobb sebességii test nem létezhet,
mert akkor ez a test olyan kolcsonhatast valdsithatna meg, amely a fényse-
bességnél gyorsabban terjed. Marpedig akkor a fénysebesség nem lehetne a
kolcsonhatdsok maximalis terjedési sebessége.

Miutan a fénysebesség valamennyi inerciarendszerben minden irdnyban azo-
nos, a fényjeleket felhasznalhatjuk, hogy adott inerciarendszerben az egymés-
hoz képest nyugvo érakat szinkronizaljuk. Legyen pl.  az origéban nyugvé
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6ra. Amikor az 0 idt mutat, akkor bocsassunk ki az origébél minden
iranyban fényjeleket. Amikor a fényjel az origétél tavolsagra levo orat
eléri, akkor allitsuk azt -re. Ezzel az eljarassal az 0sszes, az adott iner-
ciarendszerben nyugvé o6rat szinkronizalhatjuk. Ez azt jelenti, hogy valamen-
nyi inerciarendszerben létezik egységes rendszeridd, amelyet a szinkronizalt
orak mérnek.

Ha formdlisan a  fénysebességgel, mint a specidlis relativitaselméletben sz-
ereplé paraméterrel a végtelenhez tartunk, akkor az annak felel meg, hogy a
kolesonhatdsok maximalis terjedési sebességével végtelenhez tartunk. Ekkor
vissza kell kapjuk a klasszikus mechanika hatdresetét. Ez a formadlis 1épés
akkor hordoz fizikai tartalmat, ha olyan rendszerek leirasara toreksziink, ame-
lyekben a részecskék a fénysebességhez képest 1ényegesen kisebb sebességgel
mozognak.

1. Ele iese én ek invaridns ,,tdvolsda a “vhossz [1]

Miutan a kolcsonhatasok mindig kozelhatasként, lokalisan valésulnak meg, a fizikai
torténéseket gondolatban mindig felbonthatjuk pontszerii elemi események lancola-
tara. Hogy még egyszeriibb legyen gondolkoznunk, gondolatban minden pontszeri
elemi eseményt azonosithatunk egy fényjel (pl. egy foton) kibocsatasaval ill. el-
nyelésével.

Gondolatban elképzelhetjiik, hogy egy adott vonatkoztatdsi rendszerben min-
den helyen minden pillanatban torténik egy elemi esemény. Ezen (lehetséges) e-
lemi események sokasdga az, ami meghatdrozza adott vonatkoztatasi rendszerben
a helyet és az id6t. Az elemi események azonban, mint fizikai torténések nem
viszonylagosak, minden vonatkoztatasi rendszerben lezajlanak. A pontszeri elemi
eseményhez barmely inercidlis vonatkoztatasi rendszerben rendelhetiink Descartes-
féle helykoordinétékat, ( ) (més jelolésben (1 2 3)), valamint a
id6koordinatat, amely megfelel az  pontban nyugvé oéra altal mutatott idonek.
Ugyanazon elemi eseményt kiilonb6z6 vonatkoztatasi rendszerekben jellemzo ko-
ordinatak kozott altalaban bonyolult kapcsolat van, amelyre még visszatériink.

Feltehetjiik azonban azt a kérdést, hogy vannak-e az elemi események sokasdga-
nak olyan tulajdonsagai, amelyek fiiggetlenek a vonatkoztatasi rendszertol? A valasz
az, hogy az elemi események sokasdga vonatkoztatasi rendszertdl fiiggetlen geomet-
riai szerkezettel rendelkezik. Az elemi események sokasdga geometriai szerkezeténél
fogva meghatdrozza a téridot.

Vezessiik be az invaridns ivhossz fogalmat. Tegyiik fel, hogy két esemény in-
finiteziméalisan kozeli, az egyik egy fényjel emisszidja, a masik ugyanennek a fényjel-
nek az abszorpcidja. Ha ezen két esemény koordindtakiilonbségei a tetszoleges  i-
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nerciarendszerben és az események kozott eltelt id6 pedig , akkor a fénysebesség
allandésaga kovetkeztébena () () () ()  0egyenldség all fenn
tetszoleges  inerciarendszerben.

Vegyiink most két tetszoleges, egymashoz infinitezimalisan kozeli eseményt és
képezzik a

cH)y ) ) ) (1.1)

mennyiséget, amit az ivhosszelem négyzetének neveziink. Ennek értéke altalaban
nem zérus. Most azonban megmutatjuk, hogy az ivhosszelem négyzetének
értéke minden inerciarendszerben ugyanaz. Tegyiik fel, hogy a iner-
ciarendszer , a inerciarendszer pedig  sebességgel mozog a  rendszerhez
képest. Az ivhosszelem négyzete az egyik ill. a mdsik rendszerben azonos rendben
kicsiny mennyiség, ezért és , ahol az ivhosszelem négyzete
a  rendszerben. Az ardnyossagi tényezo a tér homogenitasa és izotropidja miatt
csak a  és ill. a  és inerciarendszerek relativ sebességének nagysigatol
fligghet, a helykoordinataktdl és az idokoordinatatdl és a sebesség iranyatol nem:

() () . Legyen a és a inerciarendszerek relativ

sebessége . Ekkor a — hanyadost képezve 1atjuk, hogy fenndll az

() 19

() ) (1.2)

egyenlet. Itt azonban a baloldal altaldban figg a  és a  sebességek szogétol,

mig a jobboldal nem. Az egyenlGség tetszbleges és inerciarendszerek

esetén csak ugy allhat fenn, ha az aranyossagi tényezo allandd, de akkor 1.

Ezzel belattuk, hogy az ivhosszelem négyzete invaridans mennyiség, értéke tetszéleges
inercialis vonatkoztatasi rendszerben azonos.

Az infinitezimadlis tavolsdgok invariancidjabdl a véges ivhossznégyzetek invari-
anciaja is kovetkezik.

1. Térido, én k’'p, ese én horizont [1]

Az elemi események tehdt (inerciarendszerekbél nézve) olyan geometriai szerkezetet
alkotnak, amelyben a kozottiik levd négydimenzids tavolsagok vonatkoztatasi rend-
szertOl fiiggetlenek. Az elemi események Altal az invaridns ivhossz révén
definidlt geometriai struktirat nevezziik téridének. Az elnevezés kifejezi,
hogy a térid6 geometriai szerkezetében nem valik kiilon a hely és az id6. Tér és id6
szoros egységet alkot. Azt a geometriat, amelyet a téridében értelmezett invarians
ivhossz definidl, pszeudoeuklideszi geometrianak nevezziik.
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Vizsgaljuk meg egy tetszéleges elemi eseményhez képest a térido szerkezetét.
Taldlunk olyan elemi eseményeket, amelyeknek az ivhossznégyzete zérus. FEzeket
fényszeriien elvilasztott eseményeknek nevezziik. Ezek alkotjik az tin. fény-
kipot. Azok az események, amelyekre az  eseményhez viszonyitott ivhossznégyzet
pozitiv, az idOszerlien elvalasztott események. Az idészertlien elvdlasztott e-
semények a fénykip belsejében helyezkednek el. sak a fénykidpon és a fénykup
belsejében elhelyezkedé események allhatnak az  eseménnyel oksagi kapcsolatban.
Ekkor ugyanis a kiszemelt esemény és az  esemény kozotti térbeli tavolsig és
a kozottiik eltelt id0 hanyadosa semmilyen inerciarendszerben nem haladja meg
a fénysebességet. Ezzel szemben a fénykipon kiviil elhelyezked6 eseményekre az
ivhossz négyzete negativ. Ezek a térszertlien elvalasztott események. Kozottiik
ésaz esemény kozott nem lehetséges oksdgi kapcsolat, mert ehhez a fénysebességnél
gyorsabban terjedé kdlcsonhatast kellene feltételezni. Az eseményeknek ez az osz-
talyozdsa (tetszéleges elemi eseményre vonatkoztatva) fényszertien, idészertien és
térszeriien elvdlasztott eseményekre az invaridns ivhossz fogalman alapul és igy
fuggetlen a vonatkoztatasi rendszertdl és a téridé invaridns szerkezetének nagyon
fontos jellemzdje.

Itt jegyezziik meg, hogy az események egyhelyiisége és egyidejiisége a vonatkoz-
tatdsi rendszertol fliggd fogalmak:

Ha két esemény valamely inerciarendszerben egyhelyt és egyidejii, akkor min-
den inerciarendszerben az a térido egyazon pontja.

Annak a sziikséges feltétele, hogy 1étezzen olyan inerciarendszer, amelyben két
esemény egyhelyi, az, hogy a két esemény legyen iddszeriien elvalasztott.

Annak a sziikséges feltétele, hogy létezzen olyan inerciarendszer, amelyben két
esemény egyidejii, az, hogy az események legyenek térszertien elvalasztva.

A fénykipon belilli eseményekrdl egyértelmiien (vonatkoztatdsi rendszertél
fiiggetleniil) eldonthetd, hogy azok korabbiak vagy kés6bbiek, miltbeliek vagy jovo-
beliek az  eseményhez képest. fgy az oksagi viszonyok barmely inerciarendszerben
valtozatlanok. Azok az események, amelyeknek érezheti elvileg a kovetkezményeit,
mind a multbeli fénykidpon belil, ill. annak a feliletén helyezkednek el. Masrészrol
az  eseményt csak azok a megfigyelok észlelhetik, akik megfigyelésiiket valamely
a jovobeli fénykupon beliili eseménnyel egyhelytien és idejiileg végzik. Az  elemi
torténés szempontjabol tehat a ,,vildgegyetem” a miltbeli és a jovébeli fénykiapbdl
all. A fénykup feliillete az az eseményhorizont, amelyen kiviil elhelyezkedd esemé-
nyeknek -ra semmiféle hatdsa nem lehet és amelyekre -nak sem lehet semmilyen
hatdsa. Ezek az események az  esemény szempontjiboél olyanok, mintha nem is
torténtek volna meg, ill. nem is torténnének meg.

18



1. Sa atido. A “on élettarta a. Ikerparado on [1, 3]

Azt a kérdést akarjuk megvizsgalni, hogy hogyan telik az id6 az egymashoz képest
mozgd 6rdkon. Ebbdl egyuttal az is kideriil, hogy az id6 fiiggeni fog a vonatkoztatasi
rendszertdl, amelyben nyugvé éraval mérjiik.

Legyen  tetszoleges inerciarendszer, amelyben egy éra tetszolegesen mozog.

A -ban felvett koordindtarendszer legyen ( ). Legyen az éra sebessége a
rendszerben a  1d6 tetszéleges fliggvénye: (). Tegyiik fel, hogy a mozgé éra a
rendszerbdl nézve  id6 alatt elmozduldst szenved. A ill.  id6t a -ban

nyugvo (szinkronizalt) 6rak mérik. Mennyi id6 telik el a mozgé éra fenti elmozdulasa
alatt magan a mozgé 6ran? A mozgd oraval az adott pillanatban egyiittmozgd
inerciarendszer legyen . Mekkora tehdt a  -ben nyugvé éran eltelt idg?
Tudjuk, hogy az éra  -ben nyugalomban van, tehdt () 0. Az ivhosszelem
négyzete invarians, tehat:

() o) ) ) ) (1.3)

Innen a mozgd 6ra nyugalmi rendszerében eltelt id6:

1 () (1.4)

A rendszerben mozgé 6ra tehdt lassabban jar, mint a rendszerben nyugvé
6rak. Az éra sajat nyugalmi rendszerében eltelt id6t sajatidének nevezziik és a
kés6bbiekben  -val fogjuk jelolni. A fenti példdban az 6ra véges elmozduldsihoz
tartozo sajatido és a  inerciarendszerben eltelt id6 k6zott az Gsszefiiggés:

U (1.5)

Az (1.3) képletbél latjuk, hogy az éra altal  sajatidé alatt befutott ivhossz

Ha a mozg6 éra  sebessége -hoz képest allando, akkor az éra nyugalmi

rendszere, mindvégig inerciarendszer. Ekkor természetesen az éra  sajatideje
éppen a inerciarendszerben a  rendszerid6. Ha  -ben két egyhelyli esemény
kozott id6 telik el, akkor eme két esemény kozott a  -ban nyugvéd 6rdn

1 —

id6 telik el. A dolog azonban meg is fordithatd: ha két, a -ban egyhelyi esemény
kozott  -ban mérve ido telik el, akkor ugyanezen két esemény kozott eltelt idot
a -ben nyugvé 6rdk ugyancsak hosszabbnak mérik: — . Az 1n.

idédilatacié tehat nem tiinteti ki egyik inerciarendszert sem.
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Ismeretes a kovetkezd jelenség [3]. A miionok a miionikus atomok belsejében
kb. 10 s alatt bomlanak el. Ugyanakkor a Fold felszinétél kb. 10 km magassdgban
kozmikus sugarzas hatdsara keletkeznek miionok. Ezeknek a miionoknak a sebessége
nagysagrendileg a fénysebességnél annak 1 -aval kisebb. A tapasztalat szerint a
magas légkorben keletkezett miionok elérik a Fold felszinét. Hogyan lehetséges ez?
A magyarazat abban rejlik, hogy a nagy sebességgel mozgd miionok éraja lassabban
jar, s igy az a kb. 10 s id6, amire a Foldon nyugvo oran mérve sziikségiik van
ahhoz, hogy lejussanak a Fold felszinére, az 6 sajatidejiikben mérve csak a 10 s
élettartamnak felel meg (I1d. [3]).

A mozg6 6rdk lelassuldsa révén megfogalmazhaté az ikerparadoxon. Tegyiik

fel, hogy két 6rank van: az egyik, ., nyugalomban van a inerciarendszerben,
a masik, , pedig zart palyan mozogva elindul onnan, ahol tartézkodik, majd
valamennyi id6 multan visszatér ugyanoda. A fentiek szerint az sajatidejében

eltelt id6 elindulasa és visszatérése kozott kisebb, mint az  -en ekozben eltelt
id6. Ha az drékkal egyuttmozgd ikertestvéreket képzelink el, akkor arra a para-
doxonra jutunk, hogy az induldskor egykoru ikertestvérek koziil az, amelyik az

6raval (pl. egy visszatér§ tlirhajéban) egyiitt mozgott, fiatalabb a visszatéréskor,
mint a testvére, aki a inerciarendszerben nyugalomban volt. Ez paradoxon, ha
feltessziik, hogy a vonatkoztatdsi rendszerekben a természeti torvények azonosak.
A paradoxon feloldésa nyilvdnvaléan abban rejlik, hogy az  -vel egylittmozgé

vonatkoztatasi rendszer nem inerciarendszer, igy nem alkalmazhaté rd a specidlis
relativitas elve. A vonatkoztatasi rendszer nem kell hogy egyenértékii legyen a

inerciarendszerrel, amelyben  nyugszik.

1. A Poincaré és a Lorentz transz or &cidk [1, 4]

(Ebben a fejezetben az egyszeriiség kedvéért tobbszor az , és
jelolést haszndlom a térkoordinatékra.)

Amig a relativitasi elvet nem alkalmaztdk a fényre, hanem csak a mechanikai
jelenségekre, addig meg lehetett maradni anndl a szemléletnél, hogy az id6 valameny-
nyi inerciarendszerben azonos mddon telik. A klasszikus mechanikdban a  iner-
ciarendszerben nyugvé érak altal mutatott idot és a hozza képest tetszoleges
sebességgel mozgd  inerciarendszerben nyugvé érdkkal mért id6t azonosnak te-
kintjiik, . Ez azt jelenti, hogy a klasszikus mechanikdban 1étezik az inerciarend-
szer megvalasztasatol fiiggetlen abszolit id6. Mindazok a mechanikai jelenségek,
amelyek olyan rendszerekben 1épnek fel, amelyekben a részecskék a fénysebességnél
lényegesen kisebb sebességgel mozognak, a tapasztalat szerint helyesen irhaték le a
klasszikus mechanika szerint.

Az egyik inerciarendszerrdl a masikra torténd attérést matematikai-
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lag koordinatatranszformacié irja le. Ugyannak az elemi eseménynek keressiik
a koordinatdit az egyik ill. a mésik inerciarendszerben és azt kérdezziik, hogy mi a
kapcsolat kozottiik. A klasszikus mechanikaban ezt a  alilei-transzformaécio adja
meg. Tekintsiik azt az esetet, amikor a  inerciarendszer sebességgel mozog a
inerciarendszerhez képest annak tengelye irdnyaban, a két rendszerben a megfelelo
koordinatatengelyek a térben parhuzamosak, és az id6 mérést akkor kezdtiik, amikor
a két rendszer origéja egybeesett. (A késGbbiekben, a specidlis relativitdselméletrol
sz016 fejezetekben a kiillonbozé mennyiségek transzforméciéit mindig erre a specidlis
esetre fogom konkréten megadni.) A inerciarendszerben bevezetett ( ) ko-
ordindtdk és a  inerciarendszerben hasznalt ( ) koordinaték kapcsolatét
megadé Galilei-transzformadcié:

(1.7)

Megtanultuk ugyanakkor, hogy ha a fénysebesség végességét komolyan vessziik
és a fény terjedésére is alkalmazzuk a specidlis relativitas elvét, akkor abbdl tobbek
kozott az is kovetkezik, hogy a kiilénboz6 inerciarendszerekben nyugvé (fizikailag
azonos) 6rak kiillonboz6képpen jarnak, vagyis A fenti és  inerciarendsze-
rekben felvett koordinatak kozott azonban fennall az ivhossz invariancidjat kifejezo

() () )y ) () (1.8)

Osszefiiggés. A ( ) ) 4 darab téridé-
koordinatat ugy tekinthetjiik, mint egy olyan 4-dimenzids tér vektoranak kom-
ponenseit, amelyben a vektorok hosszat az  ivhossznégyzet adja meg. Az ilyen
vektorteret Minkowski-térnek nevezziik.

Az egyik inerciarendszerrdl a masikra valé attérésnek megfelelé koordinata--
transzformécidkat tehdt azok kozott a transzformdcidk kozott kell keresniink, ame-
lyek az vektorok hosszat invaridnsan hagyjdk. Ezek a transzformdéciék az tn.
Poincaré-transzformacidk:

Eltolasok id6irany1 eltolasok 1
eltolasok a térben az 3

, , irdnyokban 4
Lorentz-transzformdciék | forgatdsok a térben 3

az (), (), ( )sikban
Lorentz-16kések (boost): forgatasok az | 3
( ) ) )sikban 6

Az eltolasok az idémérés kezdetének, ill. a térkoordinatarendszer origdjanak
megvaltoztatasat jelentik. Rendre 1 ill. 3 fiiggetlen ilyen eltolds van. Az eltolasok
segitségével mindig elérhetjiik, hogy a  és inerciarendszerben haszndlt ill.
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4-dimenziés koordindtarendszerek origdja egybeessen, azaz hogy a két inercia-
rendszerben hasznalt térkoordindtarendszerek origéi a 0 pillanatban essenek
egybe. Ezt a Lorentz-transzforméciok tovabbi vizsgalata soran mindig feltételezziik.
A térbeli forgatasokbdl 3 fiiggetlen van, ezek annak felelnek meg, hogy adott
inerciarendszerben elforgatjuk a térbeli koordinatarendszeriinket, mikézben az id6
valtozatlan, hiszen tovabbra is ugyanazokkal a nyugvé érakkal mérjiik. Végil a
orentz-10késeknek nevezett forgatasok azok, amelyek egy térkoordinatat és az
idokoordinatat osszekeverik. Nyilvan ezek felelnek meg az egyik inerciarendszer-
r0l a masikra torténd attérésnek. eldliik 3 fiiggetlen van, hiszen a rendszer
a -hoz képest mozoghat annak | ill. tengelye irdanyaban, aminek rendre
az ( ), ( ) és ( ) sikban torténd forgatdsok kell hogy megfeleljenek.
A térbeli forgatasok és az inerciarendszerek kozotti attérést leiré Lorentz-lokések
egylittesen alkotjdk a orentz-transzformdcikat. Osszesen 4 fiiggetlen eltolds
és 6 fiiggetlen Lorentz-transzformdacié, azaz 10 fiiggetlen Poincaré-transzformacio
van. Mindegyiket egy folytonos paraméter jellemzi, ezek

1. az id6beli eltolas mértéke,

2. a térbeli eltolasokat megadé vektor 3 komponense, ( 123)
3. az , és tengely koriili térbeli forgatasok szogei
4. a Lorentz-lokéseket megad6 3 paraméter, ami a  rendszer és a rendszer

relativ sebességének a 3 komponense.

Emlékeztetonek alljon itt a térbeli forgatédsokra egy példa. Ha a koordi-
nitarendszer a -hoz képest az tengely koriill  szoggel van elforgatva
(forgatés az ( ) sikban), akkor

COS sin sin COS

(1.9)

Keressiik most meg a Lorentz-10kést leiré transzformdcié explicit alakjat abban
az esetben, amikor a inerciarendszer a  rendszerhez képest annak  tengelye
irdinyaban  sebességgel mozog és megfelel6 koordinatatengelyeik parhuzamosak.
Mivel most is forgatasrdl van szo, a transzformacid, hasonléan a térbeli forgatasokhoz,
linedris:

(1.10)

Itt az , , és egyltthatokat kell meghatarozzuk abbdl a feltételbol, hogy a
transzformécid soran az ivhossz négyzete invarians:

)y )y ) ) (1.11)
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Az (1.10) képleteket behelyettesitve az azonossag baloldaldba, leolvassuk, hogy az
akkor és csak akkor teljesiil, ha

1 1 0 (1.12)
Ezt az egyenletrendszert kielégiti, ha az dllandékat az aldbbi médon paraméterezziik:

cosh sinh (1.13)

A paraméternek nyilvanvaléan a transzformacié egyetlen fizikai paraméterétdl, az
inerciarendszerek  relativ sebességétol kell fiiggenie. A keresett Lorentz-16kés

cosh sinh sinh cosh (1.14)

alakiu. A pszeudo-euklideszi geometria kdvetkeztében a trigonometrikus fliggvények
helyett hiperbolikus fiiggvények szerepelnek.

A paraméter ésa  sebesség kapcsolatat igy kapjuk meg, hogy a  rendszer
origdjanak mozgdsat vizsgaljuk. Erre egyrészt 0, mésrészt

cosh sinh (1.15)

A két egyenlet megfelel6 oldalait elosztva egymaéssal megkapjuk a keresett Osszefiig-
gést:

tanh - - — (1.16)

azZaz

ar tanh — 1ln ( )

T (1.17)

Végiil a hiperbolikusfiiggvényekre vonatkozo azonossagokat felhaszndlva:

( )

) (1.18)

Ugyanezt az és jelolésben irva:

) (1.19)

Ez tehdt az  irdnyud Lorentz-10kést leiré koordindtatranszformacié a téridében.

Néhany fontos megjegyzés:
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1. A Lorentz-transzforméci6é mindig két elemi esemény koordinata-kiilonbségeinek
a transzformaciéjat adja meg [3]. Ha ezt nem jeldljiik kiilon és a koordinatak
transzformécigjat irjuk fel, akkor hallgatélagosan az egyik elemi eseménynek
a és rendszerek origdjanak egybeesését tekintjiik. Ez példaul abbdl
latszik, hogy az ivhossz négyzete, (1.8), amelynek dllanddsdgat megkoveteltitk
a kiszemelt esemény és az origok egybeesése mint esemény kozti invarians

tavolsag. A mondottak kovetkeztében a koordinatadi erencidk és a
koordinatadi erencidlok transzformdcidja is ugyanolyan alaki mint az  ko-
ordinataké.

2. Miutan a fénysebességnél nagyobb sebességili részecske nem létezhet, azért
az inerciarendszerek  sebessége sem lehet nagyobb mint a fénysebesség. A
képleteink azonban azt mutatjak, hogy fénysebességgel mozgé inerciarendszer
sem lehetséges.

3. Haa rendszer a fenti példiban a -hoz képest ellentétes irdnyban mozog,
akkor az (1.18) és az (1.19) képletekben meg kell forditani  el8jelét.

4. A Lorentz-lokések a hatdresetben a Galilei-transzformaciékba mennek
at.
1. 0ssz “sa és idotarta
1. .1 avolsigkontrakcié [3]

A Lorentz-transzformaciék ismeretében megvizsgaljuk, hogy milyen hosszinak 14t-
szik a  sebességgel mozgd rud.

Legyen arid a  rendszerben nyugalomban, és az abban nyugvé megfigyelok

altal mért hossza, a nyugalmi hossz, legyen . Mozogjon a rendszer a

-hoz képest  sebességgel az  tengely iranyaban. Mérjiik a rid hosszat  -ben.

Ez két egyidejli esemény  -ben, 0, amikor azok a megfigyelOk, akik mellett

a rud egyik ill. mésik vége éppen elhalad, bemondjdk az  és  koordindtdjukat.

A (1.19) transzformdcié szerint ez a két esemény a rid nyugalmi rendszerében nem
egyidejt, — — . A mozgo6 rid hossza tehat a rendszerben

1 () (1.20)

Ezt a jelenséget, hogy a mozgé rud a nyugalmi hosszdndl rovidebbnek latszik,
tavolsagkontrakcionak nevezik. A dolog fentihez képest forditott helyzetben is igaz,
ha -bdl nézziikk a  -ben nyugvé rudakat, akkor azok is rovidebbnek latszanak a
nyugalmi hosszuknal.
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1. .2 érfogat

A tavolsagkontrakcié kovetkeztében egy mozgo test  térfogata kisebbnek latszik a
test  nyugalmi térfogatandl: T ( ).

1. .3  ajatids

A sajatidore vonatkozé eredményiinket a Lorentz-transzformacidk képletébdl is ki-

olvashatjuk. Teljen el a -ban nyugvd oran sajatidé. A mutaté kezdeti
és végso alladsa a  -ban két egyhelyl esemény, 0. Ennek a két eseménynek a
rendszerben

) _ (1.21)

az idokiilonbsége.

1. .4 Egyhelyiiség, egyidejiiség
A Lorentz-transzforméaciok segitségével belathatjuk, hogy

1. két idGszertien elvalasztott esemény esetén mindig taldlhaté olyan inerciarend-
szer, amelyben a két esemény egyhelyi. (A 0 mindig kielégithetd,
ha a  -r6l olyan  rendszerre tériink at, amelynek sebessége

, hiszen ez a sebesség az események iddszeri elvalasztottsdga miatt
kisebb mint .)

2. két térszeriien elvalasztott esemény esetén mindig taldlhaté olyan inerciarend-
szer, amelyben a két esemény egyidejii.

A két esemény idészerli (térszerii) elvdlasztottsaga tehat nemcsak sziikséges, hanem
elégséges feltétele is annak, hogy létezzen olyan inerciarendszer, amelyben a két
esemény egyhelyli (egyidejii).

Noha a specidlis relativitaselmélet lényege az, hogy a természet torvényei
minden inerciarendszerben azonosak, ,,melléktermékként” kideriil beléle, hogy az
idoétartamok és a tavolsagok, ill. az egyhelyiliség és az egyidejiliség fo-
galmai vonatkoztatasi rendszertol fiiggéek, relativak. Ez annyira jelentos
valtozds a térnek és az idének a Newton-i mechanikdban kialakult szemléletéhez
képest, hogy az elmélet 1étrejottekor ezt hangsilyoztdk, amikor azt ,,relativitdsel-
mélet”-nek nevezték el. Ez nem valtoztat azon, hogy a relativitaselmélet a
természet torvényeinek egyetemességét, altaldnos érvényét foglamazza
meg alapelvként. Sajndlatos médon a koztudatban ez nem eléggé valt ismertté.

25



1.1 A se essé ek Osszeaddsa. A izea k'sérlet [1, 4, 3]

Mozogjon egy részecske a  inerciarendszerben sebességgel, a  inerciarendszer
pedig a  inerciarendszer tengelye irdnyaban  sebességgel. Azt kérdezziik, hogy
mi a részecske sebessége a  rendszerben.

A Newton-i mechanikaban tudjuk a valaszt: , ,

A specidlis relativitaselméletben ez masképpen van. A két esemény, amelynek a
koordinatait vizsgaljuk, a részecske kezdeti és infinitezimadlisan kés6bbi két helyzete.
Ezek koordinata- és idokiilonbségeinek hanyadosa adja a sebességet az egyik és a
masik inerciarendszerben is. A inerciarendszerben tehat ,

, ,a  rendszerben pedig az (1.19) transzformécié di erencidlis
alakjat felhasznalva:

I e S =

Fizeau kisérlete igazolja [3], hogy ezt a sebességisszeaddsi szabalyt kell hasznal-
ni nagy sebességek esetén. A kisérlet lényege, hogy egy interferométer karjaiban
viz aramlik, és az egyik karban a fény az aramldsi sebességgel egyirdnyban ha-
lad, a mésik karban ellentétes irdnyban. Ha az dramldst megsziintetjik, akkor
az interferenciacsikok eltolédnak. A csikeltolodas azzal kapcsolatos, hogy a fény
kozegben a kozeghez képest terjed sebességgel ( a torésmutatd), s ezért az
egyik karban a laboratériumhoz képest () ,amésikban ( )
sebességgel kellene terjednie a Newton-i mechanika szerint. fgy nyilvan kiilonb6zo
idok alatt futja be a fény a két kart, ha az aramldsi sebesség nem nulla. A meg-
figyelt csikeltolodast azonban nem lehetett igy helyesen értelmezni. Ugyanakkor
a tapasztalat osszhangban van a sebességek relativisztikus Osszeadasi szabdlyaval,
amely szerint a fény sebessége a laboratériumi rendszerben

- 1 = 1) (1.23)
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1.11 Tenzorok [1, 4]
1.11.1 égyes-helyzetvektor

Az elemi események sokasdganak inerciarendszertol fiiggetlen geometriai struktirdja
a téridé. Ha valamely  inerciarendszerben Descartes-féle térkoordinatarendszert
jeloliink ki és a  -ban nyugvé érakat szinkronizaljuk, akkor minden elemi esemény-
hez, azaz a térid6 minden pontjdhoz 4 koordinatat rendelhetiink hozzd, amelyek a
Lorentz-transzformécié szerint transzformalédnak. Ilymdédon a téridé pontjaihoz

( ) () (1.24)

négyesvektorokat rendelhetiink hozza. A harom térkoordinita természetesen a ha-
romdimenzids térben az esemény helyzetvektora. (A tovdbbiakban a gbrég indexek
a 0, 1, 2, 3 értékeket futjak be, a latin indexek pedig a harmasvektorok 1, 2, 3
értékeket befuté indexei.) A téridé ill. a kapott koordindtarendszer 4 3 1
dimenziés, 3 térbeli és 1 idédimenzidja van. Az helyzetvektort kontravarians
négyes-helyzetvektornak nevezziik.

Az négyes-helyzetvektor hossza az () () ivhossznégyzet,
ami a 4-dimenzids koordindtarendszer origéjanak és az ~ négyes-helyzetvektor he-
gye altal jelolt eseménynek az invaridns tavolsaga. A helyzetvektor hosszat egyszeri
alakban irhatjuk, ha bevezetjiik a kovaridans négyes-helyzetvektort:

( ) ( ) (1.25)

ezzel ugyanis

(1.26)

A tovabbiakban haszndalni fogjuk azt a konvenciét, hogy az egyez6 kontra- és ko-
varidns indexekre a képletekben Osszegezni kell. Ekkor azt kapjuk, hogy

(1.27)
1.11.2 égyesvektorok
Minden olyan mennyiséget, amelynek komponensei Lorentz-transzformdciékor
ugyanugy transzformalédnak mint az koordinatanovekmények, kontravarians

négyesvektornak neveziink. A négyesvektor komponense skaldr a 3-dimenziés
forgatdsokkal szemben, az ~ térbeli komponensek pedig egy 3-dimenziés vektort
alkotnak: ( ). A megfelel6 kovaridns négyesvektor, ( )
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komponensei ugy Lorentz-transzformécié hatasara ugy transzformalédnak mint a

kovarians koordindtandvekmények. A négyesvektor hossza invarians a Lorentz-
transzformaciokkal szemben: () . Pl a (1.18) Lorentz-16kés
hatasara az négyesvektor transzforméacidja:

() ) (1.28)

Az ésa vektorok skalarszorzata alakban van értelmezve és Lorentz-
invarians.

A négyesvektorok komponenseit kényelmes néha oszlopvektorba rendezni:

() (1.29)

1.11.3 orentz-skalar

Minden olyan mennyiséget, amely a Lorentz-transzformaciékkal szemben invarians
marad, orentz-skalarnak neveziink. Ilyen példaul a  ivhosszelem és altaldban
két tetszoleges négyesvektor skalarszorzata.

1.11.4 égyes-tenzorok

Azokat a mennyiségeket, amelyeknek komponensei Lorentz-transzformaci-
6k sordn ugy transzformdlédnak egymads kézott mint a
szorzat, -szer kontravaridns és -szer kovaridns -edrendii négyestenzornak

nevezziikk ( a kontravaridns, a kovaridns indexek szdma).

Pl. a kétszer kontravaridns masodrendi tenzor komponenseinek transz-
formacidjat a kovetkezé séma szerint taldlhatjuk meg:

() () () (w30

mintajara

() () ) w31

stb.
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1.11. ontrakcio

Tenzor rendjét csokkenthetjiik 2-vel, ha egy kontravarians és egy kovarians indexét
osszeejtjilk és 0sszegziink rd. Pl. a  kontrakcié a  mdésodrendii tenzorbdl skalart
allit eld.

1.11. Egységtenzor

Az egységtenzor tetszoleges négyesvektorral szorozva azt onmagaba viszi at:

Ennek az elemei a

1 000
0100
() 00 10 (1.32)
0 001
alakba rendezhetok. Az egységtenzor spirja 4. Az egységtenzor inverze
onmaga: . Az egységtenzor Lorentz-transzformacio soran onmagaba megy
at.
1.11.7 A metrikus tenzor
evezetjik a metrikus tenzort azzal a definiciéval, hogy tetszéleges kovarians
vektorbdl allitsa el6 a megfeleld kontravaridns vektort: . A megfelel6
kovaridns tenzor tulajdonsdgi. A metrikus tenzor tehat a ten-
zorindexek fel és lehizasara szolgal.
A metrikus tenzor komponenseit matrixalakba rendezve:
1 0 0 O
0 1 0 0
) ) 00 1 0 (1.33)
0 0 0 1

A kovaridns metrikus tenzor a kontravaridns metrikus tenzor inverze:
. A metrikus tenzor determindnsa det () 1.

A metrikus tenzor segitségével a ivhosszelem négyzete
. A metrikus tenzor tehat megadja, hogy hogyan kell kiszamitani
az ivhosszelem négyzetét a koordinata-di erencidlokbdl. A metrikus tenzor
( ) szignaturaja fejezi ki, hogy a téridé pszeudo-euklideszi geometridju.
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1.11.8 asodrendii antiszimmetrikus tenzor

Az masodrendli antiszimmetrikus tenzor komponensei egy  3-dimenzids
térbeli polarvektor komponenseinek tekinthetdk, ugyanakkor az komponen-

sekbdl egy 3-dimenziés  axidlvektor alkothaté: , ,
Az antiszimmetrikus tenzor elemeit métrixalakba rendezve:

0
() . (1.34)

1.11. kalarfiiggvény négyesgradiense

Legyen ( ) skaldrértékii fliggvény, amely a Minkowski-téren van értelmezve. Ekkor

— kovaridns vektorként, — pedig kontravaridns vektorként transzformalédik. (Ez
rogton kovetkezik abbdl, hogy — — skalar.) Formélisan a

— ill. a — operatorokat kovarians ill. kontravarians vektoroknak kell
tekintentink.

1.11.10 ektormez6 négyesdivergenciija

Legyen tetszoleges, a Minkowski-téren értelmezett vektormezo. Ennek négyesdi-
vergencidja, — Lorentz-skalar.

Megjegyezziik, hogy tenzormezo divergenciajat képezve, 2-vel alacsonyabb ren-
dii tenzor az eredmény.

1.11.11 érfogati integral. auss tétele

A Lorentz-16kések (1.18) képletébdl latszik, hogy a négyestérfogatelem,
(1.35)

Lorentz-invarians.

A négydimenzios Minkowski-térben is érvényes auss tétele: négyesvektor
négyes-divergencidjanak tetszoleges véges négyestérfogatra vett integralja egyenl6
ezen négyesvektor érintéirdnyd komponensének a négyestérfogatot hatdrold zart
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feliiletre vett integraljaval. elolje a feliiletelem vektordt (a feliiletelem tertileté-
vel ardnyos nagysagu, a feliilet kiilsé normalisanak irdnyaba mutaté vektort), akkor

o (1.36)

1.12 A specialis relativitas elve Lorentz kovariancia.

A természet torvényei a specidlis relativitds elve értelmében fiiggetlenek attdl, hogy

mely inerciarendszerben fogalmazzuk meg azokat. FEz matematikailag azt jelenti,

hogy a természet torvényeit leiré egyenletek alakjanak minden inerciarendszerben

azonosnak kell lennie. Ezt az biztositja, ha a torvényeket kifejez6 egyenletek
orentz-kovariansak, azaz

négyestenzor 0

alaktiak. Ekkor ugyanis Lorentz-transzformdcié sordn az adott tipusi négyestenzor
ugyanolyan tipusi négyestenzorba transzformalédik és ezaltal megorzédik az egyen-
letek matematikai alakja.

1.13 A hatas Lorentz skalar

A fizikai rendszerek mozgésegyenleteit a legkisebb hatéas elve alapjin szarmaztat-
juk. A legkisebb hatas elve kimondja, hogy 1étezik az altaldnos koordinataknak és az
altaldnos sebességeknek olyan funkciondlja, amely az adott kezd6- és végpont kozotti
valésdgos mozgasra nézve extremalis, ez a hatdsfunkciondal. A hatasfunkcionalban
az altalanos koordinatakat az id6 fiiggvényének tekintjiik. A specidlis relativitasel-
méletben megkoveteljiik, hogy a hatds orentz-invaridns, azaz Lorentz-skalar
legyen. Ez természetes, hiszen a hatas az a mennyiség, amely a rendszer mozgasara
vonatkoz6 torvényt (torvényeket) fejezi ki, mégpedig a legdltaldnosabban és a leg-
tomorebben. A specidlis reltivitds elve értelmében tehdt ennek a mennyiségnek
fliggetlennek kell lennie az inerciarendszer megvalasztisatol.
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ontrés ecs e o asa [l, 4]

2.1 é esse essé ,né es ors las

A pontrészecske mozgdsa soran a téridOben egy vonalat rajzol ki, ezt nevezziik
a részecske vildgvonalanak. Ha valamely inerciarendszerben a részecske ko-
ordinatait az  koordinatak adjak meg, akkor a vildgvonalat paraméterezhetjiik a
vildgvonal ivhosszdval, amelyet a részecske ,,torténetének” adott elemi eseményétol
mériink: (). Ezzel egyenértékii természetesen az ugyanettél az elemi eseménytol
mért sajatido, hiszen

Ertelmezziik a részecske négyessebességét a vildgvonal paraméterii pontjaban
az

() — (2.1)

definiciéval, a négyesgyorsulasat pedig a

o U (2.2)

definiciéval. A definiciobdl kovetkezik, hogy a vildgvonal érintéegységvektora,
1, hiszen . Ennek viszont az a tovabbi kdvetkezménye, hogy a
négyesgyorsulds meroleges a négyessebességre:

— ()0 (2.3)
Egyuttal azt is vegyiik észre, hogy a részecske vilagvonalanak érintGje, a négyesse-
besség idoszerii vektor és 0, azaz a vilagvonal adott pontjanak érintéje mindig
az ehhez a ponthoz tartozé, jovobeli fénykiupon beliil helyezkedik el. Ez a tény fejezi
ki, hogy a részecske sebessége mindig kisebb mint a fénysebesség.

Nézziik meg, hogy mi az igy bevezetett négyessebesség kapcsolata a részecske
sebességével. (Utébbi a 3-dimenzids térben értelmezett vektor.) Ehhez dttériink

a vildgvonalnak a  inerciarendszer rendszeridejével torténd paraméterezésére.
Ekkor () ,

0) 0)

1 — 1 — 1 —

! 9 (2.4)
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2.2 Sza ad részecske o0z ase enlete

2.2.1 A hatas

A mozgasegyenletet a legkisebb hatas elve alapjan kapjuk meg, amely kimondja,
hogy létezik a pdlyagorbének olyan funkciondlja, a hatds, amely adott kezdo- és
végpont kozott megvaldsulé mozgas palydjara szélsoértéket vesz fel. Ha tehat a
részecske vilagvonalat a valésagoshoz képest infinitezimalisan megvaltoztatjuk, mi-
kozben a vildgvonal kezd6- és végpontjat nem valtoztatjuk, akkor a hatasfunkciondl
ennek megfelel6 megvaltozasanak zérusnak kell lennie:

rogzitett végpontok 0 (2.5)

Az els6 kérdés az, hogy mi a hatas, amely a szabad pontrészecske mozgasat
megadja. A hatastél megkoveteljiik, hogy Lorentz-invaridns, vagyis hogy Lorentz-
skalar legyen. Az egyetlen Lorentz-skaldar, ami a pontrészecske mozgasat jellemzi,
a elemi {vhossz, amit a részecske két infinitezimdlisan kozeli helyzete hataroz
meg, vagyis ami a részecske vildgvonala infinitezimélis darabjanak az ivhossza. A
legegyszeriibb kifejezés, ami ebbdl képezheto, a linedris. A hatast ezért

(2.6)

alakban vessziik fel. Itt és a részecske vilagvonaldnak két tetszoleges pontja, az

0 allandét pedig késobb fogjuk rogziteni. A negativ elGjelet azért valasztjuk,
hogy a hatdsnak minimuma (és ne maximuma) legyen a valésidgos mozgas palyajan.
(Megjegyezziik, hogy az invaridns ivhosszal teljesen egyenértékii paraméter a ré-
szecske sajatideje, amely az ivhosszal Osszefliggésben &ll.)

2.2.2 A mozgasegyenlet

Szarmaztassuk most le a hatas fenti kifejezésébdl a szabad részecske mozgasegyenle-
teit. Ehhez valasszunk egy tetszoleges inerciarendszert. Legyen ebben a részecske
vildgvonaldnak paraméteres alakja (). A hatds kifejezése a  inerciarendszerben
atirhat6 az aldbbi alakba:

00 (2.7)

Képezziik ennek a  megvaltozasat a vilagvonal tetszbleges, elképzelt infinite-
zimadlis megvaltozasa, azaz variacidja,

() () () (2.8)
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esetén:

S (2.9)

Ha feltessziik, hogy a palya kis valtoztatdsat ugy végezziik, hogy a kezdd- és a
végpont ne valtozzon, és megkoveteljiik, hogy a hatds se valtozzon, ahogy azt a
legkisebb hatds elve értelmében tenni kell, akkor azt kapjuk, hogy a hatds megvalto-

------

rogzitett végpontok — 0 (2.10)
egyenletnek kell tetszoleges variaci6 esetén fenndllni. Ez akkor és csak akkor
lehetséges, ha az integrandusban a tetszdleges varidciét megszorz6 kifejezés
azonosan eltlnik, azaz

— 0 (2.11)

Ez az egyenlet a szabadon mozgd, azaz semmilyen eré hatdsa alatt nem all6 pont-
részecske mozgdsegyenlete. Szabadon mozgé részecske négyesgyorsuldsa zérus.

2.2.3 A mozgisegyenlet megoldasa

Szabadon mozgd részecske négyesgyorsuldsa zérus. A szabadon mozgd részecske
négyessebessége tehat a vildgvonal mentén alland6. A vildgvonal tehdt egyenes.
A négyessebesség allanddsaga azt jelenti, hogy a részecske  3-dimenziés térben
értelmezett sebessége tetszéleges inerciarendszerben édllandé. A szabadon mozgé
részecske tehdt tetszoleges inerciarendszerben egyenesvonali egyenletes mozgast vé-
gez.

2.3 A Poincaré szi etriaésa e aradé enn isé ek
2.3.1 lasszikus mechanika. egmaradé mennyiségek

Mar a klasszikus mechanikdban megtanultuk, hogy zart fizikai rendszerben a je-
lenségek lefolydsa nem fiigg attol, hogy az idomérést mikor kezdjiik. A zart fizikai
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rendszerek invaridnsak az idébeli eltoldssal szemben. Ennek az a kovetkezménye,
hogy a rendszer energidja megmarad.

Legyenek az  szabadsagi foku rendszer allapotat megad¢ fiiggetlen dltalanos
koordinatdk () és az &dltaldnos sebességek () ( 12 ). Irja le a
klasszikus mechanikai rendszert az ( () ()) Lagrange-fliggvény, ill. az

C 0O 0) (2.12)

hatds. A hatds az idOomérés kezdetének infinitezimadlis eltoldsa esetén

(2.13)

lesz. A hatas megvaltozasa tehat:

— — () — () (2.14)
A valdsagos mozgas palydjan
- (2.15)

Helyettesitsiik ezt a hatds megvaltozdsiban a masodik tagba, majd integraljunk
parcidlisan. Ekkor a val6di mozgds palydjan vett hatasnak az idobeli eltolds kovet-
keztében bekovetkezett megvaltozasa:

valédi mozgas ()—

— 0 —0 (2.16)

Itt a méasodik sorban all6 integral azonosan zérus. A rendszer az idGbeli eltolassal
szemben akkor és csak akkor invaridns, ha a hatés fenti megvéltozasa tetszéleges
infinitezimdlis eltolds esetén zérus, vagyis ha a valédi mozgds sordn teljesiil, hogy

()— 0 (2.17)
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Ez azt jelenti, hogy a — mennyiség értéke a valdédi mozgds soran
allandé. Ez a megmaradé mennyiség pedig éppen a rendszer energidja (a Hamilton-
fiiggvény).

Nagyon hasonléan lehet azt is belatni, hogy a klasszikus mechanikaban az im-
pulzus és impulzusmomentum megmaradasa annak a kovetkezménye, hogy a rend-
szernek a térbeli eltolas, ill. elforgatas rendre a szimmetrigja.

A Kklasszikus mechanikdban tehat a tér és az id6 szimmetridinak meg-
maradasi torvények a kovetkezményei. Az energia, az impulzus és az im-
pulzusmomentum megmaradasa annak a szimmetridnak a kovetkezménye,
hogy a rendszer invaridns rendre az id6beli eltolassal, a térbeli eltolassal
és a térbeli forgatassal szemben. Ennek alapjan az energia, az impulzus
és az impulzusmomentum fogalmat az aldbbi mddon &altalanositjuk a
specidlis relativitdaselméletben: azt a mennyiséget nevezziik energianak,
impulzusnak ill. impulzusmomentumnak, amelynek megmaradasa annak
a kovetkezménye, hogy a rendszernek az idGbeli eltolas, a térbeli eltolas és
a térbeli forgatas rendre a szimmetridja. Azt a transzformaciét nevezziik
szimmetria-transzformdaciénak (réviden szimmetridnak), amellyel szem-
ben a hatas invarians.

2.3.2 égyesimpulzus

Hatédrozzuk meg a pontrészecske energidjat és impulzusit. Legyen () a részecske
vilagvonala a tetszOleges  inerciarendszerben. Nézziik meg, hogyan valtozik meg
a hatasnak a valésdgos mozgas palyajan felvett értéke, ha a koordinatarendszert a
téridében infinitezimalisan eltoljuk: . A hatds megvéltozasa a (2.9)
képlet alapjan:

0)

valédi paly4n —C )
() (2.18)

A téridobeli eltolds szimmetridja a pontrészecskének, ezért a hatds fenti megvaltozasa
tetszoleges eltolas esetén zérus:
valédi palyan 0 (2.19)
Ekkor azt kapjuk, hogy a négyesvektor mozgasallandé. Miutan ennek
megmaraddsa a téridébeli eltoldsi szimmetria kovetkezménye, azért a kompo-
nenst a pontrészecske energidjival, a komponenst pedig a pontrészecske im-
pulzusaval fogjuk (allandé egyiitthatoktol eltekintve) definicié szerint azonositani. A
négyesvektort négyesimpulzusnak nevezziik. zabad mozgast végz6 pont-
részecske négyesimpulzusa allandé: all.
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A négyesimpulzus térszerii komponensei:

R 2.20
) (2.20)

A klasszikus mechanika hataresetében -nek at kell mennie az impulzus
klasszikus definicigjaba,

(2.21)
ahol  arészecske nyugalmi tomege (a sajat nyugalmi rendszerében mért tomege).
Innen az  allandé értékét rogzithetjiik: . A részecske impulzusa tehat

(2.22)

)
ahol
(2.23)
)
a részecske in. mozgdasi tomege.
A négyesimpulzus id6szerii komponense:
_—_— (2.24)
)
Ennek értéke a klasszikus mechanika hataresetében ( ):
1
- o — 2.25
- (225)
Ezt ugy értelmezziik, hogy a részecskének az - kinetikus energidja mellett a
nyugalmi tomegébdl adédéan még nyugalmi energidja is van. A hataresetben

felvett alak mutatja, hogy a részecske  energidja és a négyesimpulzus  kompo-
nense aranyos egymassal:

zabad részecske négyesimpulzusanak megmaradasa azt jelenti tehat,
hogy a részecske energidja és impulzusa megmarad.

Relativisztikus esetben a részecske energidja

(2.26)
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Ez Einstein hires képlete, amely az energia és a (mozgdsi) tomeg azonos-
sagat fejezi ki.

Tovabbi hasznos Osszefiiggést kapunk, ha a négyesimpulzus nagysagat képezziik:

(2.27)

Egyrészt latjuk, hogy a négyesimpulzus hossza a nyugalmi tomeggel aranyos. Mas-
részt az alabbi Einstein-féle Osszefiiggést kapjuk a részecske energidja és
impulzusa k6zott:

(2.28)

2.4 Pontrészecskei p lz s o ent a

A szabad mozgast végzo pontrészecske hatasfunkciondlja invarians a téridébeli elfor-
gatasokkal szemben (hiszen Lorentz-skaldr). Ennek kovetkeztében taldlni fogunk egy
megmaradd mennyiséget, amit definicid szerint a részecske négyes-impulzusmomen-
tumanak neveziink.

Legyen a téridébeli koordindtarendszer infinitezimdlis elforgatdsat leiré (li-
nedris) transzformécié . Ez eleget kell hogy tegyen annak a
kovetelménynek, hogy a tetszéleges  négyesvektor hosszat véltozatlanul hagyja (a
Lorentz-transzformacidkat igy definidltuk):

( )( ) (2.29)

Innen a transzformacié infinitezimalis paramétereire az alabbi megszoritas adédik:

Azaz a transzformaciénak csak 6 darab fiiggetlen infinitezimalis
paramétere van: (3 fiiggetlen Lorentz-16kés) és , , (3 fiiggetlen,
térbeli forgatas).

Képezziik a hatds megvdltozasat infinitezimadlis Lorentz-transzformacidk sordn

(1d. (2.9)):

valédi palysn —( )

( ) 0 (2.30)

N | =

Azt kapjuk tehat, hogy a hatasnak az infinitezimdlis Lorentz-transzformaciokkal
szemben mutatott invariancidjabdl kovetkezik, hogy az antiszimmetrikus

811, (2.31)
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négyestenzor megmarad. Ezt nevezzilkk az impulzusmomentum négyestenzora-
nak.

Vizsgaljuk meg az impulzusmomentum-tenzor komponenseinek jelentését, és
annak a jelentését, hogy azok mozgasallandok.

Az antiszimmetrikus masodrendii tenzornak 6 fiiggetlen komponense van. Ko-
ziiliik 3 komponens a haromdimenziés térben értelmezett impulzusmomentum 3
komponense:

(2.32)

azaz . Az impulzusmomentum-tenzor megfeleld komponenseinek
megmaraddsa tehat azt jelenti, hogy a szabad részecske impulzusmomentuma meg-
marad.

Az impulzusmomentum-tenzor komponensei haromdimenzios polarvektort
definidlnak:

() C ) (2.33)

Ennek allandésdga a mozgas soran,
all. — all. (2.34)

azt jelenti, hogy a mozgds () palydja tetszleges inerciarendszerben egyenes, ame-
lyen a részecske egyenletes mozgast végez, miutan az  energia és a impulzus
megmaradasa kovetkeztében a sebessége is allandé. Az impulzus-
momentum-tenzor komponenseinek megmaradasa tehat azt jelenti, hogy szabad
részecske egyenesvonalu egyenletes mozgasa megmarad.

zabad részecske impulzusmomentum-tenzoranak megmaradasa azt
jelenti tehat, hogy a részecske impulzusmomentuma és egyenesvonalid
egyenletes mozgasa megmarad.
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3  onttoltés ele tro 4 neses tér en [1]

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk egy vektormezdvel kolecsonhato részecske mozgdsat.
Meg fogjuk mutatni, hogy tudunk olyan kolcsonhatési tagot hozzdadni a szabad
részecskére vonatkozo hatashoz, hogy az pontosan a ponttoltés mozgasat irja le az
elektromdgneses térben. Ezt onnan fogjuk felismerni, hogy a mozgdasegyenletben
megjelenik a Lorentz-erd, amelyet a tapasztalatbol ismeriink. Egytuttal meg fogjuk
mutatni, hogy Newton masodik torvénye a kiilso térben mozgé ponttoltésre érvény-
ben marad.

3.1 A kolcsonhatas és a zikai ezo

Mar a klasszikus mechanikdban megfogalmazddott az a felismerés, hogy két ré-
szecske kolcsonhatasa fizikai tér, mas néven mez6 kozvetitésével torténik.
Az egyik részecske valamilyen tulajdonsdgéndl fogva, amelyet nevezhetiink 4ltaldno-
san toltésnek, fizikai teret kelt maga koriil, amely a beléhelyezett masik részecskére
erovel hat, ha annak ugyanilyen fajta toltése van. A fizikai teret térmennyiség
jellemzi, amely a harom-dimenzidés tér minden pontjaban és minden i-
dopillanatban jol meghatarozott értékii. A tér a benne tartézkodd ré-
szecskére olyan er6t fejt ki, amely aranyos a részecske toltésével és csak
attdl fiigg, hogy mekkora a térmennyiség értéke a részecske tartézkodasi
helyén az ott-tartézkodasa pillanataban.

A relativitdselmélet szerint a kolcsonhatasok véges sebességgel terjed-
nek. Ha a mezot kelté valamelyik toltés kicsit elmozdul, akkor véges ido telik el,
amig ennek kovetkeztében az elmozdult toltéstol véges tavolsagra a fizikai mezot
jellemz6 térmennyiség értéke megvaltozik. Véges idd telik el tehat addig, amig
egy részecske elmozduldsit a masik, téle véges tavolsdgra levd részecske ,,észleli”.
Elektromégneses mez0 esetén a kolcsonhatds terjedési sebessége a fénysebesség.
A fizikai mez6 tehat maga is fizikai objektum, amelyben az azt kelto
részecskék elmozdulasa a térmennyiségben olyan lokalis valtozast hoz
létre, amely aztdn a harom-dimenziés térben véges sebességgel tovater-
jed.

Ezen felfogds szerint a kdlcsénhatds mindig lokalis: a részecske (ponttdltés)
hat a mezore a sajat tartézkodasi helyén, a mez6 barmely infinitezimalis térfogatele-
me hat a szomszédos térfogatelemekre, és a mez6 hat a benne tartézkodo részecskére
(ponttoltésre). Az erGhatds értéke adott helyen és pillanatban mindig csak attél
fiigg, hogy mi a térmennyiség értéke az adott helyen és pillanatban.

A fizikai mezoket a fentiek szerint térmennyiség irja le, amely a
térid6 minden pontjaban értelmezve van. Ahhoz, hogy a természettorvények
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Lorentz-kovaridns matematikai alakot Oltsenek, a térmennyiségnek a orentz-
transzformacidk soran vagy skalarként, vagy vektorként, vagy masodren-
di tenzorként, stb. kell transzformalédnia.

3.2 A hatas

Olyan hatdst szerkesztiink, amely az elektromos ponttoltés mozgasdt irja le a kiilsé
elektromdgneses térben. Feltessziik, hogy az elektromdagneses teret vektormezo
jellemzi. A kolcsoOnhatas konkrét alakjanak megvalasztasakor a Poincaré-
szimmetria meg6rzése és az egyszeriiségre vald torekvés vezet.

Vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor a fizikai mez6t négyesvektor irja le:

() () ) (3.1)

Nevezziik ezt a négyesvektort vektorpotencidlnak. A vektorpotencidl tehat a
téridé minden pontjaban értelmezve van. Ha adott inerciarendszerbdl nézziik a
fizikai mez6t, akkor azt a ( ) () skaldrpotencidl és az () hdrmas-
vektorpotencidl adja meg, amelyek minden helyen és minden iddpillanatban
értelmezve vannak.

Prébaljuk meg kitaldlni, hogy mi a hatdsnak az a tagja, ami a ponttoltésnek
a vektorpotencidllal valé kolcsonhatdsat leirja. Mozogjon a ponttoltés az ()
vildgvonalon. Miutan a kolcsonhatas lokalis, a kolcsonhatasi tagban a vek-
torpotencidlnak azon () pontban felvett  ( ( )) értéke kell szerepeljen, amely
megadja a ponttoltés helyzetét a vildgvonaldn. A tapasztalat szerint érvényes a
linaris szuperpozicié elve, azaz két kiillonboz0 t01téstol szdrmazo elektromagneses
tér altal a prébatoltésre kifejtett eré olyan, mintha azokat az eréket adnank vek-
torilag Ossze, amelyek akkor lépnének fel, ha csak az egyik ill. csak a masik toltés
keltené a teret. Ahhoz, hogy ezt a hatds biztositsa, az elektromagneses mez6 és a
toltés kolcsonhatasanak a vektorpotencialt linearisan kell tartalmaznia. Ezutan fel-
tehetjiik a kérdést, hogy milyen masik négyesvektorral kell megszorozzuk a vektorpo-
tencialt? Utdbbinak nyilvan a részecske jellemzai koziil kell kikeriilni. A részecskét
jellemz6 négyesvektorok: (), () () , () () , - A
négyes-helyzetvektor nem szerepelhet szorzoként, mert az elrontand a hatasnak
azt a szimmetridjat, hogy az invarians legyen a téridébeli eltoldsokkal szemben.
A legegyszeriibb eset tehat, amikor szorzéként a ponttoltés négyessebessége szere-
pel: ( () (). A vektorpotencidltérben mozgé ponttdltésre tehdt az aldbbi
hatasfunkciondlt kapjuk:

c0) ) (3-2)

Itt explicit médon szerepeltetjiik az  toltést, ami megmutatja, hogy milyen erés a
kolcsonhatds a mezo és a ponttoltés kozott. Esetleges tovabbi allandodk is szerepel-
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hetnek, amelyeket a  tényezdvel jeloltiink. Ennek értékét késébb hatarozzuk meg
ugy, hogy a hatdsbdl levezetett mozgdsegyenlet csakugyan az elektromos ponttoltés
mozgasegyenlete legyen kiilsé elektromagneses térben.

3.3 A hatas variacid a

Lattuk a szabad pontrészecske mozgasidnak vizsgalata soran, hogy a mozgasegyenle-
tek és a megmaradé mennyiségek leszdrmaztatdsdhoz egyarant sziikségiink van arra,
hogy ismerjiik a hatasfunkcional infinitezimalis megvaltozasat a részecske palydjanak
tetszbleges, elképzelt, infinitezimdlis megvaltoztatdsa (varidcidja) esetén. Ezt sza-
moljuk most ki.

------

ismerjiik (1d. a (2.9) egyenletet). Ezért most hatdrozzuk meg a hatds

((H—Y (33

kolcsonhatdsi tagjanak a megvaltozasat a téridé-koordinatdk elképzelt infinitezimalis
() megvaltozédsa esetén. Ehhez sziikségiink lesz a vektorpotencidl infinitezimalis
megvaltozasara:

( ) () () (3-4)

A hatas kolesonhatési tagjanak infinitezimalis megvaltozasa:
— — (3.5)

Integraljunk a jobb oldalon a masodik tagban parcidlisan és hasznéljuk fel, hogy

— () — (3.6)

ekkor
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A jobb oldalon az elsé tag integrandusaban a zardjeles kifejezés antiszimmetrikus a
és a indexekben. Ezért az el6tte all kifejezés helyébe irhatjuk annak antiszim-
metrikus részét,

1
- 3.8
S ) (38)
majd ezutan az antiszimmetrikus
1
- — — 3.9
X (39)
kifejezést lecserélhetjiik a — kifejezésre. evezetve az

(3.10)

masodrendii antiszimmetrikus tenzort a vektormezo jellemzésére, a hatds koleson-
hatéasi tagjanak a variacidja:

[ ] (3.11)

Adjuk ehhez hozza a szabad részecskéhez tartozé hatdsnak a (2.9) alaki megvalto-

zasat. Ekkor megkapjuk az  hatds keresett varidcidjat:

[ ] (3.12)

Most mér készen allunk arra, hogy megkeressiik a ponttoltés mozgdsegyenletét
és a mozgas soran megmaradd mennyiségeket.

3.4 A o0z ase enlet

A legkisebb hatds elve értelmében a hatds  varidcidja eltiinik a mozgds valésdgos
() vildgvonaldn, ha a varidciét rogzitett kezd6- és végpontokkal képezziik. Legyen
ezért () olyan tetszéleges varidcié, amelyre () () O teljesiil. A
0 feltételt ilyen varidciokra megkovetelve a (3.12) egyenletben a szogletes
zardjelekben szereplo tagok eltiinnek. Az el nem tiiné tagokat kozos integral ald
irjuk:

0 — (3.13)
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Ez akkor és csak akkor &ll fenn tetszéleges () varidcié esetén, ha a szogletes
zardjelben szereplo kifejezés azonosan eltlinik, azaz ha

— (3.14)
teljesiil. Ez a ponttoltés mozgasegyenlete a vektormezdben.
Ha nincs jelen kiils6 tér, azaz () 0, akkor természetesen 0 és visz-

szakapjuk a szabad részecske mozgdasegyenletét. Az egyenlet bal oldalan a részecske

négyesimpulzusdnak az ivhossz szerinti derivaltja all. Newton mésodik
torvényével 0sszhangban kell maradjunk a klasszikus mechanikai hatdresetben, ha a
részecske sebessége sokkal kisebb mint a fénysebesség, . Ezért a mozgdsegyenlet
jobboldalat tgy kell értelmezniink mint a részecskére haté négyeserd erdtorvényét.
A kérdés tehat az, hogy mi ez az er6térvény, ami az altalunk konstrualt hatasbol
kovetkezik. Alabb belatjuk, hogy a  alland6 alkalmas megvélasztdasa esetén a
Lorentz-er6 erétorvényét kapjuk meg. Miutan a részecskére haté négyeserd aranyos
az tenzorral, nevezziik ezt a térerGsség tenzoranak.

Vizsgdljuk a ponttoltés mozgdsat tetszolegesen valasztott  inerciarendszer-
ben. Ebben az inerciarendszerben a négyespotencidlnak az  helyvektortél és a
rendszeridétél fiiggé () ( ) skaldrpotencidl és az () harmas-vektorpo-
tencial adjdk a négy komponensét. Mint mar errdl sz6 volt, az masodrendii anti-
szimmetrikus négyestenzor komponensei definidlnak egy  harmas-vektort és egy
harmas-axidlvektort: , , és . Ezeket az
Osszefiiggéseket a térerdsségtenzor (3.10) definicidja alapjan részletesen is kiirhatjuk
a tetszOlegesen valasztott  inerciarendszerben:

1
-— grad rot (3.15)

A térerdsségtenzor komponenseit matrixalakban a kovetkezOképpen rendezhetjiik el
(1d. (1.34) ):

() 0 () 0 (3.16)

frjuk fel a  inerciarendszerben a mozgasegyenletet a négyesimpulzus térkom-
ponenseire:

- (3.17)

44



Ha a 1 vélasztassal éliink, akkor a mozgasegyenlet az alabbi alakot 0lti:

— - (3.18)

Az egyenlet jobb oldalan felismerjiik az elektromagneses térben mozgo
ponttoltésre haté orentz-er6 er6torvényét.

Végiil olvassuk ki a ponttoltés kovaridns alakban felirt mozgdsegyenletébdl a
négyesimpulzus ( ) idékomponensére vonatkoz6 egyenletet:

— - 1 () (3.19)

aZazZ
— - (3.20)

A bal oldalon a ponttoltés ,,mechanikai” energidjanak idoegységre es6
megvaltozédsa 4ll, a jobb oldalon pedig az elektromégneses tér dltal a ponttoltésen
idGegység alatt végzett munka. Az egyenlet kifejezi, hogy a ponttoltés ,,me-
chanikai energidja kiils6 elektromos térben nem marad meg, idéegységre
es6 megvaltozasa egyenls a ponttoltésen a tér dltal idGegység alatt végzett
munkaval.

3. A e aradoné esi p lz s

Az eléz6ekbol mar kideriilt, hogy a ponttoltés ,,mechanikai né-
gyesimpulzusa kiils6 elektromagneses térben torténé mozgas esetén nem
marad meg. Keressiik meg a kiilsé elektromagneses térben mozgé ponttoltés meg-
maradé  négyesimpulzusat. Ez definicié szerint az a négyesvektor, amelynek meg-
maradésa a hatdsnak a téridébeli koordindtarendszer eltolasaival szemben mutatott
invariancidjabdl kovetkezik.

Tekintsiik tehdt a hatds (3.12) megvaltozdsiat a mozgds valésdgos palydjan

tetszéleges () all. infinitezim4lis eltolds esetén:
valédi mozgés - (3.21)
Az eltolasi szimmetria kovetkeztében ez zérus tetszoleges eltolas esetén. A
zardjeles kifejezés tehat mozgdsallandd, a megmaraddé négyesimpulzus:
- all. (3.22)
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TetszOlegesen valasztott  inerciarendszerben a ponttoltés
(3.23)

megmaradé energidja (Hamilton-fiiggvénye) és megmaradé

() (3.24)

impulzusa kozott az alabbi Gsszefiiggés all fenn a egyenloség kovetkez-
tében:

S - (3.25)

Ezt atrendezve megkapjuk a ponttoltés megmaradd energidjat:

- (3.26)

A megmaradé energia tehat a megmaradé  impulzussal szdmolt
,;mechanikai energidanak és a ponttoltés potencialis energidjanak az
osszege. A vektorpotencidlt és a skalarpotencidlt a fenti képletben adott pillanat-
ban azon az () helyen kell venni, ahol a részecske éppen tartézkodik.

46



4 A ele tro a neses e o

4.1 Az elektro os térerossé ésa a nesesind kcio transz
or Aacio a

Az el6z0 el6adasokon megtanultuk, hogy a ponttoltésre elektromagneses térben haté
négyeser az térerésség-tenzorral adhaté meg:

— - (4.1)
ahol a részecske elektromos toltése,  pedig a négyessebessége.

Az elektromos térerésség és a magneses indukcié a térerdsség-tenzor
megfelel6 komponenseibdl alkotott, 3-dimenzids térben értelmezett polar- ill. axial-
vektor:

0 0

() . () . (42)
0 0

smétlés A 3-dimenzids térben az transzforméciot tértiikrozésnek
nevezzik. Azokat a harom-komponensti mennyiségeket, amelyek a harom-dimenzids
tér forgatdsaikor és tértikrozéskor ugy transzformalédnak, mint az  helyzetvek-
tor, polarvektoroknak nevezziik. Azokat a 3-komponensii mennyiségeket, amelyek
tértiikrozéskor valtozatlanok maradnak, és a koordinatarendszer forgatasaikor vek-
torokként transzformaldédnak, axidlvektoroknak nevezziik. Két polarvektor vektori
szorzata axidlvektor. A helyzetvektor, a sebesség, az impulzus, az er6 polarvektorok,
az impulzusmomentum pedig axidlvektor. Az  elektromos térerésség polarvektor,
a  magneses indukcié pedig axidlvektor.

Lorentz-transzformdcié sordan a térerésség-tenzor komponensei egymads linedris
kombindciéiba transzformdlédnak. Ezért ha ugyanazt az elektromégneses mezot
kiilonb6z0 inerciarendszerekbdl figyeljiik meg, akkor az elektromos térerGsséget és a
magneses indukcidt inerciarendszerenként kiilonbozonek talaljuk.

Tegyiik fel pl., hogy a inerciarendszer a  inerciarendszerhez képest az
egymassal parhuzamos és  tengelyek iranyaban allandé  sebességgel mozog.
Legyenek a megfelel6 koordindtatengelyek parhuzamosak. A térerdsségek transz-
formdcids képleteit konnyen megkaphatjuk, ha

felhaszndljuk a megfeleld Lorentz-16kés képleteit:

() ()
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felhasznaljuk, hogy az tenzorkomponensek gy transzformalédnak mint a
rendezett szorzatok.

Példaul irhatjuk, hogy

(4.4)

Ugyanezen séma szerint kapjuk a tobbi Osszefiiggést is. Végiil tehat a vizsgalt
iranyu Lorentz-10kés soran az térer0sség és a  magneses indukcié transz-
formacidja:

(4.5)

A transzformécids képletekbol azt a tanulsdgot szilirhetjiik le, hogy az elektro-
mos térerésségnek és a magneses indukciénak a  sebességgel parhuzamos kompo-
nensei a iranyu Lorentz-10kés soran nem valtoznak meg, ugyanakkor a sebességre
merodleges sikban az elektromos térerésség és a magneses indukcié komponensei
egymassal ,, keverednek”. Ez explicit médon mutatja, hogy az elektromagneses mezo
olyan fizikai ,,test”, amelynek az elektromos és a magneses tulajdonsaga fiigg attol,
hogy a mezdét melyik inerciarendszerben allva figyeljiikk meg.

4.2 Invariansok

A kolcsonhatasok véges terjedési sebességének koszonhetéen az elektro-
magneses mez6 dinamikai valtozasokra képes, valddi fizikai objektum.

ontinuum végtelen sok szabadsagi foka van, az vektorpotencidl értékei a
tér pontjaiban, egy tetszoleges adott pillanatban.

Az elektromdagneses mez6 dinamikajat, ,,mozgasat” leiré egyenleteket a legki-
sebb hatds elve alapjan fogjuk megkapni. Ehhez a hatas kifejezését kell megsej-
teniink. A hatés legfontosabb tulajdonsiga, hogy Lorentz-skalar. A hatds megszer-
kesztéséhez segitséget fog jelenti, ha el6z0leg megkeressiik azokat a Lorentz-invarians
kifejezéseket, amelyeket a térerdsségtenzorbol tudunk késziteni.
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A térerésségtenzorbdl két invaridns kifejezés készithetd:

skalar
pszeudoskalar (4.6)
Itt a teljesen antiszimmetrikus negyedrendii tenzor, komponenseinek értéke
1( 1), ha ( ) a (0123) indexsorozat paros (pdratlan) permutdcidja, és nulla

egyébként (vagyis amikor legaldbb két index értéke megegyezik). A pszeudoskalar
olyan egy-komponensii mennyiség, amely Lorentz-transzformaciokkal szemben in-
varidns, de a (3-dimenziés) tértiikrozéskor elGjelet valt. A skaldr, ezzel szemben,
nem valt tértiikrozéskor eldjelet.

Felhaszndlva a térerésség tenzordnak definiciéjat, és az
- , rot  Osszefiiggéseket, az invaridnsokat tetszoleges

inerciarendszerben ki tudjuk fejezni, az ott uralkodé elektromos térerdsséggel és
magneses indukciéval:

2 skalar

pszeudoskalar (4.7)

Az invariansokbdl még a hatds megszerkesztése elétt sok érdekeset olvashatunk
ki az elektromdgneses mezdre vonatkozéan. Ha létezik olyan inerciarendszer, amely-
ben az elektromos térerdsség és a magneses indukcié merdlegesek egymasra, akkor
azok minden inerciarendszerben merdlegesek egymadsra. Ha létezik olyan inercia-
rendszer, amelyben az elektromos térerdsség és a magneses indukcié nagysiga egyen-
16, akkor azok minden inerciarendszerben egyenld nagysidguak. (Az utébbi allitas
Gauss-egységekben igaz. SI mértékrendszerben a skaldr-invaridns a kife-
jezéssel aranyos és ezért, ha teljesiil valamely inerciarendszerben, akkor

minden inerciarendszerben.)  sak érdekességként emlitem itt meg, hogy
az elektromdgneses hulldmban (igy a fényben is) a térerésség és a magneses indukcié
tetszoleges inerciarendszerben merdlegesek és egyenl6é nagysdguak.

4.3 A sza ad elektro a4 neses ezo. A hatas

Miutédn az elektromégneses mez6 sajat dinamikdval rendelkezé fizikai objektum,
azért létezik olyan hatds, amelybdl az elektromagneses mez6 mozgasegyenletei a
legkisebb hatéas elve alapjan leszarmaztathatok. Talaljuk ki, hogy milyen alaku
lehet ez a hatds.

A hatasnak Lorentz-skalarnak kell lennie. Azt sem engedjiik meg, hogy a
hatéds elgjelet valtson, ha a térkoordinatdknak megfelel6 tengelyek iranyitasat el-
lentétesre valtoztatjuk, hiszen ez a koordinatarendszer onkényes megvaltoztatasa

49



csupan, amitdl a fizika nem fligghet. Ezért csak a térerdsség tenzorabdl alkotott
skalar-invarians johet széba. A hatds kifejezésében tehat a térid6 egyes pontjaiban
vett kifejezésnek kell dllnia. Adott pillanatban a fizikai mezot gy lehet
megadni, hogy a tér minden helyzetvektori pontjaban megadjuk az négyes-
potencial értékét, azaz ezaltal az mennyiség és a beldle képezett skaldrinvarians
értékét. Ha feltessziik, hogy a 3-dimenzids tér egyes pontjaiban vett vektorpo-
tencialok fliggetlen szabadsagi fokok, akkor

1. a mez6 infinitezimdlis térfogatelemeinek jarulékai a Lagrange-fliggvényhez a-
ranyosak a térfogatelemmel (a fiiggetlen szabadsigi fokok szaméval),

2. és akkor az egyes térfogatelemektdl szarmazé jarulékokat a Lagran-
ge-fiiggvényben egyszertien 6ssze kell adni. Ez, infinitezimalis térfogatelemekrol
lévén szo, térfogati integralast jelent.

A szabad elektromagneses mez6 Lagrange-fiiggvénye tehat:

C) ) (4.8)

ahol a 4llandét késébb valasztjuk meg. A hatést ebbdl az id6 szerinti integraldssal
kapjuk rogzitett kezdeti  és végso  idopillanatok kozott:

) ) (4.9)

Vegyiik figyelembe, hogy a négyes térfogatelem Lorentz-skaldr. Ekkor
a hatést

- () () (4.10)

alakba irhatjuk. A térerésség mértékegységének alkalmas megvalasztasaval: -
Végiil tehat a szabad elektromagneses mezo6t leiré hatas:

1 1
- O O 5 (411)

A negativ eldjelet a hatds kovaridns alakjdban az indokolja, hogy a hatdsnak
legyen minimuma. Az kifejezés tartalmaz ugyanis a legmagasabb hatvanyon
iddderivaltat, ( ) . Tetsz6legesen gyorsan valtozo térben ennek értéke tetszdle-
gesen naggya valhat. Ezért a negativ elOjel elhagyasa esetén a hatasnak nem lenne
minimuma.
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4.4 Toltésrendszer és elektro a neses tere
4.4.1 iszkrét ponttoltések rendszere

Vegyiik most azt az esetet, amikor a vizsgalt rendszerbe beleértjiik az elektromagneses
teret keltd toltéseket is. Ennek a rendszernek a hataskifejezése harom tagbdl all:

1. a toltésekre, mint szabad pontrészecskékre vonatkozé  tagbol,

2. a ponttoltések és az elektroméagneses tér kozotti kolesonhatasbdl,

3. a szabad elektromagneses teret leird tagbdl.

Tehat a hatas:

- ) () g O O
(4.12)

ahol  aponttdltésekre végzett Gsszegzés, a () jelolés azt jelenti, hogy a zardjelben
levé mennyiségeket az -adik ponttoltés () vildgvonaldn, az -adik ponttoltés
jellemzoivel kell kiszamolni.

4.4.2  olytonos toltéseloszlas. égyes-aramsiriiség

Ha valamely térfogatban makroszkopikus szamu toltés van jelen, akkor a toltéseket
nem érdemes egyesével, kiilon-kiilon szambavenni. Ehelyett adott inerciarendszer-
ben allé megfigyel6 az ottani aram- és  toltéssiiriiséget szokta hasznalni. A ko-
varidns aramsiuriséget a kovetkezoképpen tudjuk bevezetni. Induljunk ki abbdl,
hogy a tetszlleges infinitezimalis térfogatelemben talalhaté toltés min-
den inerciarendszerben azonos, orentz-skalar. Ez azért van igy, mert a
tapasztalat szerint az elektron toltése minden inerciarendszerben ugyan-

akkora. Tetszéleges  inerciarendszerben , ha ott az anyagdarabka
térfogata.
Szorozzuk meg a invaridns toltésmennyiséget azzal a kovaridns elmoz-

dulédssal, amelyet ezek a toltések a  rendszerben mért  infinitezimdlis id6 alatt
(4tlagosan) elszenvednek:

— (4.13)
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A kapott mennyiség, egy skalar és egy négyesvektor szorzata, maga is négyesvektor.
Irjuk ezt a négyesvektort az aldbbi alakba:

1 o (4.14)

Miutéan , az invaridns térfogatelem skaldr, a zardjelben szerepld

— (4.15)

mennyiség négyesvektor. Ezt a négyesvektort nevezziik az aramsiiriiség né-
gyesvektoranak, mert a komponensei

(4.16)
a 3-dimenziés térben értelmezett toltésstirtiség ( faktortdl eltekintve) és  dram-
stirliség.

Folytonos eloszlasu toltések esetén a hatasnak a toltések és az elektromdagneses
tér kolcsonhatasat leird tagja az egyes térfogatelemekben levé ()
toltésmennyiségekre tartalmaz Gsszegzést (ami térfogati integraldst jelent):

1 1

z (4.17)

A kolcsonhatast tehat a négyes-aramsitiriiség és a vektorpotencial szorzata

irja le.

4.4.3 értékszimmetria. Oltésmegmaradas. ontinuitasi egyenlet

Vegyiik észre, hogy a hatds nemcsak a Poincaré-transzformaciokkal szemben in-
varians, hanem egy tovabbi szimmetriaval is rendelkezik. Végezziik el az

() () () (4.18)

transzformaciét, amelyet mértéktranszformaciénak neveziink. Nem nehéz belatni,
hogy mértéktranszformacio esetén a térerdsség tenzora valtozatlan marad:

( ) (4.19)

Ennek kovetkeztében a szabad elektromdgneses térre vonatkozé hatas is
invaridns a mértéktranszformacidval szemben.
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Induljunk ki abbél a feltevésbdl, hogy nemcsak a szabad elektromdgneses
térre vonatkozé hatas mértékinvarians, hanem, a mértékszimmetria az elek-
tromagneses tér és a toltott részecskék kolcsonhatasanak is tulajdonsaga.
Megmutatjuk, hogy a mértékszimmetria kovetkeztében a toltésre lokalis
megmaraddasi torvény, ugynevezett kontinuitasi egyenlet érvényes: tet-
szbleges térfogatban a toltés csak annak aran tud megvaltozni, hogy a
térfogatot hatdrol6 zart feliilleten toltés dramlik ki vagy be. (T6ltés nem
keletkezhet ill. tiinhet el.)

Induljunk ki a hatds (4.17) kdlcsonhatési tagjabdl és koveteljiik meg annak
mértékszimmetridjat, azaz hogy

L L ( ) (4.20)

alljon fenn tetszéleges ( ) fiiggvénnyel adott mértéktranszformécié esetén. Ez
akkor és csak akkor lehetséges, ha

0 (4.21)
tetszbleges () fiiggvényre fenndll. Hajtsunk végre parcidlis integralast,
() 0 (4.22)

és irjuk at az els6 tagban a térfogati integralt Gauss tételének alkalmazdasaval feliileti
integralld. A teljes térido-tartomanyt hatarold zart feliilet térben végtelen tavoli
feliiletdarabjain (azaz esetén) az dramstiriiség nulla. Legyen tovdbba ( )
olyan tetszlleges fiiggvény, amely esetén eltiinik. Ekkor a feliileti integral
eltlinik és

() () 0 (4.23)

azaz
() 0 (4.24)
adédik. Ez az egyenlet a kontinuitasi egyenlet kovarians alakja.

A kovetkezOket olvashatjuk ki beldle:

1. Integraljuk a (4.24) egyenlet mindkét oldalat az és az , kezdeti
ill. végs6 idépontoknak megfelelé hipersikok kozotti térido- tartoméanyra. Az
aramstriség négyesdivergencidjanak négyes-térfogati integraljat Gauss tétele
értelmében at lehet irni a négyes-aramsiirtiség kiils6 normdlis irdnytd kompo-
nensének a hatarfeliiletekre vett integraljava. Felhasznalva, hogy az aramsii-
riiség a térben végtelen tavoli hatarfeliileteken eltiinik, a feliileti integralhoz
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csak az és hipersikok adnak jarulékot. Mivel az

hipersik kiilsé normdlisa az  tengellyel padrhuzamos negativ irdnyba mutat,
ennek a stknak a jaruléka negativ. Az allandé  értékhez tartozo6 hipersikokon
a négyes-feliiletelem éppen a térfogatelem. Mindezeket felhasznalva:

() ( ) 0 (4.25)

Ez azt jelenti, hogy a térben levs teljes toltés idoben allandé, azaz a
rendszer 0ssztoltése megmaradé mennyiség. Ez a globalis toltésmeg-
maradas torvénye.

. Irjuk fel a kontinuitési egyenletet tetszélegesen vélasztott  inerciarendszer-
ben:

div 0 (4.26)

Integraljuk a kontinuitdsi egyenlet mindkét oldaldt tetszéleges (idétél fiiggetlen)
3-dimenziés térfogatra, és haszndljuk fel Gauss-tételét:

_ (4.27)

ahol a térfogatot hatarolo zart felillet, a 3-dimenziés Aaramstirtiségnek
az  feliilet kiils6 normalisa irdnyaba mutaté komponense. Az egyenlet je-
lentése az, hogy tetszéleges térfogatban levs toltés idGegység
alatt bekovetkez6 megvaltozasa egyenlé a térfogatot hatarold zart
feliilleten idGegység alatt ataramlott toltések elGjeles Osszegével. e-
aramlé (kidramld) t6ltés jaruléka pozitiv (negativ), mert ekkor 0 (

0). Ez a toltés lokdlis megmaraddsdnak térvénye. Az utébbibdl a
globélis toltésmegmaradds is kovetkezik minden olyan rendszerre, amelynek
feliiletén nem dramlik ki és be toltés.

4.4.4 A ax ell-egyenletek

Az elektromégneses térrel kolecsonhato toltések rendszerére megsejtettiik szimmet-
riaelvek alapjan a hatast. Most a legkisebb hatas elve alapjan leszarmaztatjuk
a hatasbdl az elektromagneses mez6 mozgasegyenleteit. Eredményiil a

ax ell-egyenleteket fogjuk kapni. iutdn a ax ell-egyenleteket ill.
azok kovetkezményeit a kisérletek teljes mértékben igazoltik, ezért iga-
zolt az is, hogy a felirt hatas csakugyan az elektromagneses teret irja le
az azt kelto és benne mozgo6 ponttoltésekkel egyiitt.
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4.4. A térerGsség-tenzorra érvényes azonossagok

Kezdjiik azzal, hogy a térerGsség-tenzor definiciéjabél azonnal kovetkeznek
az alabbi egyenletek, mint azonossagok:

0 (4.28)

Errél az definiciét behelyettesitve kozvetleniil meggy6zédhetiink.

A (4.28) egyenletek 4 fiiggetlen egyenletet jelentenek, mert a 4 Lorentz-index
koziil 3 paronként kiilonbozét 4-féleképpen lehet kivalasztani:( ) (012), (013),
(023), (123). Az els6 hdrom lehetdség a

1
rot - 0 (4.29)

egyenletet, a negyedik lehetéség pedig a
div 0 (4.30)

egyenletet jelenti. Azt latjuk tehdt, hogy két ax ell-egyenlet kozvetleniil a
térerdsségtenzor definicigjabdl kovetkezik.

4.4. A legkisebb hatas elve

A masik két ax ell-egyenlet valéban igazi dinamikai egyenlet, amelyek
a legkisebb hatas elve alapjan vezethetdk le.

Keressiik ehhez a hatds megvaltozdsit a mez6 ,,altaldnos koordinatdinak”,
azaz a térmennyiségeknek elképzelt, infinitezimalis () megvaltozésa
(varidciGja) esetén. Koveteljitk meg, hogy ez a varidcié a hatdsban szereplé térid6-
tartomanyt hatarold zart feliileten t{injon el. A térer6sség-tenzor varidcidja:

(4.31)
aminek kovetkeztében:
( ) 4 (4.32)
fgy a hatas szabad elektroméagneses térre vonatkozo tagjanak megvaltozasa:
1
— 4
4
1
- feliileti integral (4.33)
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ahol a mésodik sort parcidlis integralds és Gauss (matematikai) tételének alkalma-

......

valasztottuk, hogy az a téridétartomanyt hatarol6 zart feliileten eltiinjon.

A hatds kolcsonhatasi tagjanak a variacidja:

L (4.34)

A toltésrendszerbol és annak elektromagneses terébol allé fizikai rendszerre

vonatkoz6 hatds varidcidja: . A legkisebb hatéds elve értelmében
ennek a ,,valédi mozgds”, azaz az elektromédgneses mez6t ténylegesen megadé ()
térkonfiguracio esetén el kell tiinnie: 0, azaz
1 1
- — 0 (4.35)
ami akkor és csak akkor allhat fenn tetszdleges variacié esetén, ha a kerek
zarojelben all6 kifejezés azonosan zérus. Innen az aldbbi mozgasegyenletek adédnak:
1
- (4.36)

A (4.28) és a (4.3 ) egyenletek egyiittesen a kovaridns alakban felirt
ax ell-egyenletek.

A (4.36) egyenleteket is atirjuk nem kovaridns alakba. A 0 komponenst
véve
div (4.37)
adodik, a 1 2 3 komponenseket véve pedig az alabbi egyenletet kapjuk:
1 1
rot -—— - (4.38)

Az (4.2 ), (4.30), (4.37) és (4.38) egyenletek a ax ell-egyenletek nem
kovaridns alakban.

Ezeket, mint az elektromdgneses mez6 mozgasegyenleteit, a tapasztalat messze-
menden igazolta. Ezért most mar biztosak vagyunk, hogy az hatas, amelyet a
Lorentz-szimmetriat és az egyszeriiséget szem el6tt tartva konstrudltunk, helyes.

4.4.7 Az energiaimpulzus-tenzor

Ha a mozgasegyenleteket ismerjiik, akkor minden fizikai rendszer esetén azt szoktuk
kérdezni, hogy melyek a megmaradé mennyiségek. Tudjuk, hogy azok megmaradasa
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altalanos szimmetria-elvek kovetkezménye. Az a célunk, hogy keressiik meg, mi a
toltésrendszerbdl és annak elektromdagneses terébdl 4ll6 fizikai rendszerben a meg-
marado6 négyesimpulzus. Mi az a mennyiség, ami a rendszernek a téridében végzett
konstans eltolasokkal szembeni szimmetridja miatt marad meg?

Kiilon vizsgaljuk a hatas

1
T — (4.39)

—_

tagjainak és a részecskék (toltések) mechanikai mozgdsabdl szdrmazé  tagjanak
a megvaltozasat az infinitezimdlis eltolds kovetkeztében. Az
egyszeriibb attekinthetoség kedvéért bevezettitk az  Lagrange-siiriiséget.

Kezdjiik az (4.39) tagok megvaltozdsaval:

( )

) (4.40)

Az egyes tagok jelentése és elGjele analég médon addédik, mint a (2.14) egyenlet
levezetésekor. Az infinitezimalis eltolas kovetkeztében:

(4.41)

Ezeket behelyettesitve adédik:

( )

— (4.42)

Szamoljuk ki most az  Lagrange-stiriiség parcidlis derivaltjait:

1
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— — (4.43)

Ezeket behelyettesitve a kovetkezoket kapjuk:

( )

— (4.44)

Tekintsiik ezt a valédi mozgasnak megfelelo térkonfigurdcié esetén. A valdsigos
térkonfiguracio eleget tesz a Maxwell-egyenleteknek, kovetkezésképpen a fenti kife-
jezés jobb oldalan a masodik integral zérus. Egészitsiik ki az elsO integral integ-
randusanak masodik tagjat tgy, hogy abban csak a térerosség-tenzor szerepeljen.
Ezutan bontsuk fel a Lagrange-siiriiséget a szabad elektromdagneses tértol szarmazo

— és az — kolcsonhatdsi tag Osszegére. Azonos atala-
kitasokkal kapjuk, hogy

( )

! !
1
!
1 ! !
1
! !
1
!
1 1
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~ (4.45)

Ezekutan vizsgaljuk meg a ponttoltések szabad mozgdsanak megfeleld6  hatés-
esetén mar kiszamoltuk. Azt a (2.9) kifejezés adja meg a vildgvonal tetszbleges
megvaltoztatasa esetén. Ilyen kifejezéseket kell most 6sszegezni az 0sszes ponttoltésre,

, valamint el kell végezziik a all. helyettesitést:

— () (4.46)

Ezt hozzaadjuk a hatas tobbi tagjanak a megvaltozasahoz és az eredményt a valésagos
mozgas esetében vessziik. Annak érdekében, hogy a tagok 6sszehasonlithatok legyenek,
a ( ) kifejezésében az dramstirtiséget tartalmazé tagot atirjuk diszkrét
toltésekre:

— (4.47)

Ezt a kifejezést a (4.46) kifejezés elsé tagjahoz adva zérust kapunk a ponttoltések
valésdgos mozgdsa esetén, mert akkor a (3.14) mozgdsegyenlet teljesiil minden egyes
ponttoltésre:

— - (4.48)

Ezt figyelembe véve a toltésrendszert és az elektromdgneses terét egyiittesen
leir6 hatds megvaltozasa infinitezimdlis téridobeli eltolds soran és a toltésekbol
és az elektromdagneses mez6bdl all6 fizikai rendszer valdésdgos mozgdsa esetén:

( Jvalsdi mozgas
1 vég
- () (4.49)
kezdet
Vezessiik be a kerekzaréjelben 4ll6 kifejezés jelolésére a tenzort:

1
- 4.50
! (450)
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Ez a tenzor az elektromagneses teret jellemzi, szimmetrikus masodrendii tenzor.

Ha a toltésrendszerbdl és az elektromagneses terébol allo fizikai rendszernek a
téridobeli eltoldsok szimmetridi, akkor

( Jvalédi mozgas 0 (4.51)
tetszoleges infinitezimalis eltolas esetén, azaz
1 vég
- () 0 (4.52)
kezdet

Alkalmazzuk a fenti kifejezésben a négyesdivergencia térfogati integraljara Gauss
tételét. Ekkor a vektor feliileti integraljat kapjuk az  téridétartomanyt
hatarolé zart feliiletre.  az a tartomany, amelyre a hatasban integralunk. Legyen
ez a tériranyokban végtelen, akkor ezen irdnyokban a hatarfeliilet végtelen tavol van,
ahol a térerdsség eltiinik, ezért ezek a hatarfelilletek nem adnak jarulékot a feliileti
integralhoz. 1d6 ( ) irdnyban valasszuk az és az ,,sikokat” a
tartomdny hatdrainak. Ezeken a (3-dimenziés) hatérfeliileteken a ,,feliiletelem” a

térfogatelem, és a vektorunk kiils6 normdlis iranyaba mutaté komponense rendre

és . Az eltolasi szimmetria kdvetkeztében tehat:
1
- () 0 (4.53)
tetszoleges négyesvektor esetén. Ez azt jelenti, hogy a
1

() - (4.54)

négyesvektor megmaradd, nem valtozik a mozgas soran. A vektort nevezziik az
elektromagneses tér és a toltésrendszer négyes-impulzusanak. Ez két taghol
tevodik oOssze: a toltések ,,mechanikai” mozgdsabdl szdrmazé négyesimpulzusbdl és
az elektromagneses mezd

! (4.55)

négyes-impulzusiabdl. Az elektromagneses mez6 tehat négyes-impulzust,
azaz adott inerciarendszerben energiat és impulzust hordoz. Mint
az a négyes-impulzus kifejezésébol latszik, ahhoz az elektromagneses mez6 min-
den egyes térfogateleme ad egy meghatarozott jarulékot, amelynek nagysaga csak
attdl fiigg, hogy a mez6 adott térfogatelemében mekkora a térerdsség. Ezért azt
kell mondjuk, hogy az elektromdagneses mezé minden egyes térfogateleme
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energiaval és - impulzussal rendelkezik.

Ekkor és - rendre az elektromagneses mez6 energia-
és impulzussirisége. A tenzort ezért az elektromdgneses mez6

energiaimpulzus-tenzoranak nevezziik.

Rovid szamolas utan kapjuk, hogy az energiaimpulzus-tenzor komponensei az
elektromos térerdsséggel és a magneses imdukcioval kifejezve tetszoleges  inercia-
rendszerben a kovetkezo alakiak:

TSN =

(4.56)

Ha az eltolasi szimmetria kovetkezményét tetszoleges olyan  téridétartoma-
nyon nézziik, amelyben nincsenek ponttoltések, (azaz a hatast eleve ilyen téridé-
tartomdnyon definidljuk) és djra elismételjiik a hatds megvéaltozasanak kiszamolasat
infinitezimalis eltolas esetén, akkor a

1
z 0 (4.57)
egyenletre jutunk tetszoleges eltolas és  tartomany esetén. Ez akkor és csak
akkor teljesiil, ha fennall a
0 (4.58)

egyenlet. A szabad elektromagneses mez6 energiaimpulzus-tenzoranak di-
vergenciaja tehat eltiinik. A  index kiilonboz0 rogzitett értékei esetén ugyan-
olyan alaku egyenletek dllnak fenn, mint amilyen az elektromos toltésre vonatkozo
kontinuitasi egyenlet. Ezért ezek az egyenletek mind fizikai mennyiségek lokalis meg-
maradasat fejezik ki. Miutan az energiaimpulzus-tenzor néhany komponensének a
jelentését mar tisztaztuk, az is nyilvanval6, hogy mely fizikai mennyiségek konti-
nuitasat, azaz lokalis megmaradasat fejezi ki a szabad elektromégneses mezé ener-
giaimpulzus-tenzordnak divergencia-mentessége.

1. Vegyiik a 0 esetén az egyenletet: 0. Itt a mezo
energiasirisége. Az egyenlet,

_ 0 (4.59)

tehdt az energia lokalis megmaradasat fejezi ki és az energiaimpulzus-
tenzor komponensei az  energiadramsiiriséggel dllnak
kapcsolatban. Az energiadramsiiriiség  vektorat Poynting-vektornak ne-
vezziik.
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2. Vegyiik az energiaimpulzus-tenzorra vonatkoz6 kontinuitasi egyenletet

1 2 3esetén: - 0. Itt - a mez6 impulzusstrisége.
Kovetkezésképpen az egyenlet az impulzus lokdlis megmaradasat fejezi ki, és
az - mennyiségeket a irdnyd impulzus dramstiisiisége iranyu

komponensének (az irdnyd normadlissal rendelkez6 egységfeliileten id6egység

alatt dtadott irdnyd impulzusnak) kell tekinteni. Ez azt jelenti, hogy az

elektromdgneses mez0 ,,darabkai” kozott mechanikai fesziiltség ébred. Ezért
-t ax ell-féle fesziiltségtenzornak szokas nevezni.

A fentiek alapjan a szabad elektromdagneses mezo energiadramsiriisége és impulzus-
stiriisége kozott az osszefiiggés 4all fenn. Az energiaimpulzus-tenzor kompo-
nensei jelentésiik alapjan a kovetkezoképpen foglalhaték matrixalakban Gssze:

(4.60)

A komponenseket explicit médon kiirva meggy6zddhetiink réla, hogy az elekt-
romigneses mez6 energiaimpulzus-tenzoranak spurja zérus:

0 (4.61)
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