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6 KVANTUMSOKASAGOK

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy a fizikai rendszerek kvantummechanikai
leirdsa automatikusan elvezet a statisztikus targyaldshoz és kézenfekvévé teszi a
statisztikus sokasag fogalmanak bevezetését. Megismerkediink a nyilt rendszereket
leiré vegyes sokasidggal és a zart rendszereket leird tiszta sokasaggal. Ramutatunk,
hogy csak a zart fizikai rendszerek irhatok le hullamfiiggvénnyel.

6.1 A kvantummechanika hamiltoni megfogalmazasa
6.1.1 Az alapelvek

A kvantummechanika két alapelvre épiil, a Heisenberg-féle hatarozatlansagi elvre és
az allapotok linearis szuperpoziciéjanak elvére:

1. A hatarozatlansigi elv értelmében az egymashoz (klasszikus érte-
lemben) kanonikusan konjugilt mennyiségek nem mérheték egyi-
dejlileg tetszoOleges pontossaggal. Példaul egy részecske koordinatija és
impulzusa kozott fennall a

Ag-Ap Rk (6.1)

egyenlGtlenség, ahol Ag és Ap a koordinéta és az impulzus szérédsa és h = h /2w
(h =6.63-1073*Js).

2. A linedaris szuperpozicié elvének megfogalmazisahoz azon tapasztalat vezetett
el, hogy egy kvantummechanikai rendszer, pl. egy elektron, képes onmagéaval
interferdlni. Pl. ha egy elektron egy kettGs résen keresztiil juthat el a detek-
torba, akkor a kisérlet sokszori megismétlése és a detektor mozgatdsa révén
olyan interferenciaképet kapunk, amely rendkiviil hasonlit az elektromdagneses
hulldmokkal végzett kisérletben észlelhet6hoz. Ebbdl arra kovetkeztethetiink,
hogy az elektron allapotat az elektroméagneses hulliammennyiséggel anal6g ma-
tematikai objektummal kell leirni, mig a detektorban észlelt idéegység alatti
beiitésszamot az elektromagneses hulldm energiadaramaval anal6g mennyiség-
gel. Ezek szerint, ha a részecske allapotat a ¢ komplex amplitudo, a hullamfiigg-
vény irja le, akkor a beiitésszam ardnyos | v |*-tel. A szuperpozicié elve
azt mondja, hogy barmely két 1), és 1), allapot linearis kombinacidja
is egy lehetséges allapot, azaz

Y =1 + ey (6.2)

is egy lehetséges allapot, ahol ¢; és ¢, tetszoleges komplex allandok.
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6.1.2 Allapotok és fizikai mennyiségek

A fenti elvek maradéktalanul kielégithetok, ha a kvantummechanika matematikai
megfogalmazdsa az aldbbiak szerint torténik:

1. A zart kvantummechanikai rendszer allapotainak egy Hilbert-tér
vektorait feleltetjiik meg. Azon | ¢) vektorok, amelyek csak normajukban
kiilonboznek, azonos fizikai allapotot jellemeznek. fgy a fizikai allapotokat az
egységnyi normdju vektorokkal lehet leirni.

2. A rendszert jellemz6 fizikai mennyiségeknek onadjungalt operatoro-
kat feleltetiink meg. Ez a megfeleltetés gy torténik, hogy az egymashoz
kanonikusan konjugalt ¢; altalanos koordinatdk és a p; kanonikus impulzusok
Poisson-zardjelét a Heisenberg-féle cserereldcidkra valtoztatjuk:

{ai,pj} =65 =[G, p;] = ihoy;. (6.3)
(Feles spinti részecskék esetén a kommutétorrelacié helyett antikommutétor-

relaciét kell el6irni.)

Egy fizikai mennyiség mérésének eredménye adott | ) allapoti rendszeren
kiilonb6zo lehet. Minden egyes eredmény bekovetkeztének jol definidlt valdszi-
niisége van. Ez azt jelenti, hogy ha ugyanazon allapotu rendszeren ugyanazt
a mérést nagyon sokszor elvégezziik, akkor az egyes lehetséges eredmények
meghatdrozott gyakorisdggal kovetkezhetnek be. Az eredmény eloszlasat a
lehetséges | m,), | my ) ... allapotokon a mért b mennyiség b varhaté értékével
és Ab szérasaval jellemezhetjiik. Ha b jeloli a b fizikai mennyiség operatorat,
akkor

b= [bly¢),  Ab=(p|b b [)" (6.4)

ahol b | ¥) a | ¥)-bdl a b operdtor hatdsdra elé4llé allapotvektor és (... | ...)
a Hilbert-tér skalarszorzata.

A b mérése révén bedll6 valamely | m) édllapot, amelyben b-nek jol definidlt
b, értéke van,

b | m) = by, | M) (6.5)
ab operator sajatallapota, és fennallnak a
bm=<m|3|m), (Ab)y, = (m | » — b |m)1/2=0 (6.6)

osszefiiggések. Az Onadjungalt b operator | m) sajatallapotai ortonormélt
teljes rendszert alkotnak. Ez azt jelenti, hogy barmely | ¥) dllapot el6éllithaté

Yy =D cm | M) (6.7)
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alakban. Itt (m | ¥) = ¢y és | ¢ |* a valésziniisége, hogy a 1 dllapotban jelen
van az | m) allapot, hiszen 1 = (¢ | ¥) = ¥, | cm |?. Az (6.7) Osszefiiggés a
szuperpozicié elvének egyik megnyilvanuldsa.

6.1.3 Egyideji mérhetsség

Jeldlje a és b két fizikai mennyiség operatorat. Ha ezek felcserélhetdk , azaz ab = ba,
akkor létezik kozos {| m)} sajatvektor-rendszeriik. Ez olyan dllapotok ortonormalt
teljes rendszere, amelyekben mind ¢—nak, mind b—nek jol definidlt értéke van, a,,
ill. byy,:

Q| m)=am|m), b|m)=nby|m). (6.8)

[lyenkor mindkét mennyiség tetszéleges pontossaggal mérhetd egyidejileg. A felcse-
rélhetd operdtorokkal leirt mennyiségek tehat egyidejiileg mérheték. A felcserélhe-
téség ugy is megfogalmazhaté, hogy az ab — ba = [, b] = 0 kommutator zérus.

6.1.4 A hatarozatlansagi relacié

Altaldban két tetszoleges fizikai mennyiség operstora nem felcserélhetd, vagyis [a, b] #
0. Ilyenkor a két mennyiség nem mérhetd egyidejiileg tetszéleges pontossaggal. Pl.
ha § és p kanonikusan konjugalt mennyiségek (mint példaul az = helykoordindta és
a p, impulzuskomponens), akkor

(4,5 = @ — pd = inl. (6.9)

Ilyenkor belathatd, hogy tetszéleges allapotban a g és p mennyiségek Aq és Ap

szorasara fennall a
Ag-ApR b (6.10)

egyenlotlenség. fgy jut a kvantummechanika matematikai megfogalmazasaban kife-
jezOdésre a hatarozatlansagi elv.

6.1.5 Dinamika

Miutan lattuk, hogyan irjuk le a kvantummechanikdban az allapotokat és a fizikai
mennyiségeket, most mar a dinamikai leirds lényegét jelenté mozgasegyenletekre
vagyunk kivancsiak. Ahogy a klasszikus mechanikdaban, gy a kvantummechanika-
ban is két médszer kindlkozik a dinamikai leirasra.

1. Az egyik esetben az idobeli fejlodést tgy irjuk le, mint az allapottérnek 6nma-
gara valé leképezését. Ilyenkor a rendszer allapotvektora mintegy ,,végigsétdl”
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a Hilbert-tér bizonyos vektorain, mikozben a fizikai mennyiségek operatorait
valtozatlanoknak tekintjiik. A fizikai mennyiségek varhato értéke azért valtozik
idoben, mert az allapot valtozik, amelyben a varhatd értéket képezziik. Ez a
dinamikai leirds az in. Schrodinger-kép. Az allapotvektor idofejlodését a

iho, | (t)) = H | 9(t)) (6.11)

Schrédinger-egyenlet irja le, ahol H az idéfejlédést megszabé 6nadjungélt
operator, a Hamilton-operator. A H Hamilton-operator a Hamilton-fiiggvény
kvantummechanikai altalanositasa, az energia operatora. Sajatértékei az ener-
giasajatértékek és sajatvektorai a rendszer energiasajatallapotai. A Schrodin-
ger-egyenlet formdlis megolddsa:

| (t)) = exp {—iHt/h} | p(0)) = a(t) | ¥(0)), (6.12)

ahol 4i(t) = exp {—iHt/h} arendszer idéfejlesztd operatora. Az ii(t) id6fejleszt
operator unitér. A b fizikai mennyiség varhato értéke

B(0) = (1) | 6] p(0), (6.13
amelyet derivdlva
PO = )| £ (B =AY |6(0) = () | B H] | pi) (614

adodik.

. A masik lehetOség a dinamika leirdsara, hogy a fizikai mennyiségek operatorait
idotol fiiggdnek tekintjiik és az allapotot pedig idotol fiiggetlennek. Az idofej-
leszt6 operator segitségével bevezethetjiik a

~

b(t) = 4~ (t)ba(t) (6.15)
idofiiggo operatort. Segitségével a fizikai mennyiség varhaté értéke
(8) = (#(0) | b(t) | (0)) (6.16)

alakot olt. Konnyen meggyoézodhetiink derivalassal arrdl, hogy az idofiiggo

~

b(t) operator a

f=all

db(t) = %[é(t), A (6.17)

mozgasegyenletnek tesz eleget. A dinamika ezen leirdsa az in. Heisenberg-
kép. Ekkor a rendszer allapotat idében véltozatlannak tekintjiik és a fizikai
mennyiségek operdtoranak idobeli valtozasdval irjuk le az idéfejlédést.
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6.1.6 Mozgasallanddok

Az id6t6l explicit médon nem fiiggo b fizikai mennyiség mozgasallandd, ha operatora
felcserélhet6 a Hamilton-operatorral.

b,H] = 0 a Schrédinger-képben,
b(t),H] = 0 (V) a Heisenberg-képben.
Ekkor ugyanis a fizikai mennyiség varhaté értéke allandé:
db
— =0. 6.18
o (6.18)

6.1.7 Stacionarius allapot

Ha a rendszer a t = 0 pillanatban energia-sajatallapotban van, vagyis

H | 4(0)) = E | $(0)), (6.19)

és a Hamilton-operator nem fiigg az id6tol, azaz az energia mozgasallandé, akkor a
Schrodinger-képben az allapotvektornak csak a fazisa fiigg az id6tol:

| 9(t)) = exp {—iHt/h} | $(0)) = exp {~iBt/h} | (0)). (6.20)

Az ilyen allapotokat stacionarius allapotoknak nevezziik.

6.2 Tiszta és vegyes sokasag. Neumann-féle siirliségopera-
tor

6.2.1 Tiszta sokasag

Az el6z6 fejezetbol mar kitiinik, hogy a kvantummechanikai rendszer még akkor
is statisztikus természetii, ha zart, vagyis jol definidlt allapotvektorral jellemezhe-
t6. Ilyenkor az allapotvektor az allapotra vonatkozo teljes informaciot tartalmazza.
Azonban valamely mérés eredményére nézve még ekkor is csak valdszintiiségi kije-
lentéseket lehet tenni.

Tekintsiink egy zart N-részecskés rendszert. Ennek Hilbert-terét abrazolhat-
juk négyzetesen integralhaté koordindta-hullamfiiggvényekkel, 1 (z) = ¢¥(z1 ... zn).
Legyen 1) (z) ortonormalt bazisfiiggvények egy teljes rendszere. Ekkor

Y(z) =3 et (z) (6.21)

2
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alakban irhaté a tetszéleges ¥ (x) dllapot. Valamely b mennyiség varhaté értéke:
b= / do (z)bp(z) = 3 cie;(i | b | 5), (6.22)
(4]
ahol
(i1b17) = [ dapt (2)bp ().

Mindez addig igaz igy, amig a rendszer zart, azaz rendelkezésre all a rendszerre
vonatkozé teljes informécié a rendszer hulldmfliggvényében, vagyis amig 1(x) teljes
bizonyossaggal ismert. Ebben az esetben a kvantummechanikai rendszer mikroal-
lapota egyértelmiien meghatarozott. A rendszerhez rendelhetiink egy statisztikus
sokasdgot, amelynek minden eleme a szobanforgd rendszernek pontosan ugyanab-
ban a ¢(x) mikrodllapotban 1évé példanya. Az ilyen sokasdgot tiszta sokasdgnak
nevezziik. Tiszta sokasdgban nyilvdnvaléan barmely b fizikai mennyiség (b) sokasag-
atlaga pontosan megegyezik a b mennyiség ¢ (z) dllapotban vett kvantummechanikai
varhaté értékével:

(b = / dz* ()b () = b. (6.23)

6.2.2 Vegyes sokasag

Ha a kvantummechanikai rendszer nyilt, akkor altalaban nem beszélhetiink a hullam-
fuggvényérdl. Ilyenkor elvileg is csak azok a w; valészinliségek lehetnek ismerete-
sek, amelyekkel a rendszer az egyes ¥(® &llapotait felveszi, ahol ¥ ortonormalt
bazis a Hilbert-térben. Ezek az &allapotok akkor lennének a rendszer lehetséges
hullamfiiggvényei, ha a rendszer zart lenne. Miutdn a rendszer a kornyezettel
allanddan kolcsonhatasban van, ez a kolcsonhatds allandéan dtmeneteket generdl
a 9@ &llapotok kozott. Természetesen a w; valészintiségek Osszege: Y, w; = 1.

Ha a nyilt rendszer w; valészintiséggel fordul el6 a 1p® allapotban és ebben az
llapotban a b mennyiség varhaté értéke by = [ dzy®@*(x)by@(z), akkor a fizikai
mennyiség varhaté értéke a nyilt rendszerben:

A varhaté érték képzésének szabdlya lehetévé teszi, hogy a rendszernek meg-
feleltessiink egy sokasagot, amely a rendszer nagyon nagy szamu mdsolatabdl all.
Ezek kozott a () mikroallapotii példanyok w; valészintiséggel vannak jelen. Ekkor a
kvantummechanikai varhaté érték egyenértékii a sokasagéatlaggal: (b) = b. Ez azt je-
lenti, hogy a kvantummechanika természetes médon elvezet a fizikai meny-
nyiségek varhaté értékének statisztikus sokasagatlagként valé értelmezé-
séhez. A szébanforgé sokasigot, amelyben a 1@ &llapotd példanyok w; valészinii-
séggel fordulnak el6, vegyes sokasagnak nevezziik.
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A varhato érték képzési szabalyat ugy is at lehet fogalmazni, hogy a w; valé-
szinliségeket egy p;; diagondlis métrix diagonalisaban 4ll6 elemeknek tekintjiik:

pij = wibij. (6.25)

Ekkor tetszoleges fizikai mennyiség varhato értéke
Z wiby; = Z pijbji (6.26)
i ij
alakban {rhaté.

A varhaté érték kiszdamolasanak ez a mddja fiiggetlen a bazisvalasztastol.
Tegyiik fel ugyanis, hogy a tetszéleges @, (z) bézist vilasztjuk. Ekkor

> Do (z) (6.27)
m
és a varhaté érték kifejezése

) = Zw, / drgp D (@) b () = 3 3 wielel?) / dzg" (2)ben(z)

= %pnm mn (6.28)
alakot 0lt, ahol
by = / iz’ (2)bon () (6.29)
a fizikai mennyiség matrixeleme két bazisallapot kozott és a varhaté értéket a
> wic* e (6.30)

matrix segitségével kell a tetszoleges 1j bazisban képezni.

A nyilt rendszer kimeritoen jellemezheto a p,,, striségmatrix segitségével.
Létezik olyan bazis, amelyben a sliriségmatrix diagonalis. Ebben a bazisban a
stiriségmatrix diagonalisaban all6 elemek annak a w; valésziniiségei, hogy a rendszer
az egyes 1" mikrodllapotokat felveszi. A siirtiségmatrix definici6 szerint 6nadjungalt,
pozitiv szemidefinit.

Ertelmezziik a stirliségmatrixot gy mint a p onadjungalt operator matrixat.
Ekkor a varhaté érték

() = Tr (pb) (6.31)
alakot olt. A stliriségoperator teljesiti a
Trp = 1 (6.32)
feltételt.
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6.2.3 Tiszta sokasag stirliségmatrixa

Vegyiik észre, hogy a tiszta sokasdg is megadhato sliriiségmatrix segitségével. A
tiszta sokasdg minden eleme ugyanabban a ¢g(z) allapotban van. Ha olyan bézist
valasztunk, amelynek egyik eleme ez az allapot, akkor a stiriiségmdtrix diagondlis.
A szébanforgé allapot el6fordulési valészintisége pog = 1, mig a stiriiségmatrix osszes
tobbi eleme zérus, p;; = 0, ha (4, 5) # (0,0).

Erdemes felfigyelni arra, hogy 1ényeges kiilonbség van a
pij = Wibij (6.33)

strliségmatrixszal leirt nyilt rendszer és egy olyan zart rendszer kozott, amelynek
hullamfiiggvénye

Y(x) = cp(x), (6.34)

2

ahol | ¢; [>= w;. Az utébbi esetben a siirfiségmatrix a ) (x) bazisban nem di-
agondlis, hanem, mint az a véarhat6 érték (6.22) kifejezésébdl leolvashatd, p;; =
cjc; alaku. A fizikai kiilonbség abbdl ered, hogy az utébbi esetben a ¢; komplex
szamoknak nemcsak az abszolut értékei, hanem a fazisaik is jellemzik a rendszert.

6.2.4 Neumann-egyenlet

Meg lehet mutatni, hogy a stirtiségoperator idébeli véltozasat olyan egyenlet irja le,
amely a Liouville-egyenlet,

dp

— ={H, 6.35

L = {H,}, (635
kvantummechanikai megfeleléje. A megfeleltetési elv értelmében egy klasszikus
mechanikai rendszer kvantummechanikai altalanositasat ugy kapjuk, hogy a fizikai

mennyiségeket operdtoraikkal helyettesitjiik és az {...,...}p — (ih)7'[...,...] he-
lyettesitéssel éliink. Ennek szellemében a stirtiségoperatorra vonatkozé egyenlet:
L0
ihs = [, 5] (6.36)

Ez a zart rendszer siirtiségoperatoranak idébeli fejlodését leir6 Neumann-
egyenlet.

6.2.5 Az elektronnyaldb siirtiségmatrixa

Vilasszunk a z—tengelyt tetszolegesen. Az elektronoknak két lehetséges allapotuk
van. Az egyikben a spin a z—tengellyel parhuzamos, a masikban azzal ellentétes
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irdnyu. Jeloljiik ezeket egy kétdimenziés Hilbert-tér bazisvektoraival:

bazisvektoraival. Az elektron egy tetszoleges allapota
| §) =|1)cosf+ ||)sin@ (6.37)

alakid, ahol 0 < 6 < 7m. A | 6) dllapoti elektronhoz tiszta sokasdgot kell rendelni,
amelynek a stiriségmatrixa

( cos’f  cosfsind )
po = -

sin 6 cos 6 sin’ @

Az az elektronnyaldb, amelyben elhanyagolhaté az elektronok kézotti kolesonhatéas
és amelyben minden elektron a | 8) dllapotban van, jé kozelitéssel megvaldsitja a pg
strtiségoperatorral adott tiszta sokasdgot. Ha az elektronnyaldb teljesen polarizdlt
és minden elektron spinje a z—tengely irdnydba mutat, akkor § = 0 és

(10
pO_ 00

Ellentétes iranyban, teljesen polarizdlt nyalab (6 = 7/2) esetén:

10
p7l'/2: O O .

Ha az elektronnyaldb w; valésziniiséggel tartalmaz [1) és w, valdsziniiséggel
pedig ||) allapoti elektronokat, akkor a nyaldbot vegyes sokasdggal kell leirni, ame-

lynek stirtiségmatrixa
. w1 0
p’l} - 0 wl .

alakid a |1), ||) bazisban. Ez egy részlegesen polarizalt nyalabot ir le.

Ha a nyaldb minden elektronja olyan allapotban van, amely egyenlé aranyban
van linedrisan kombindlva a |1) és a ||) dllapotokbdl, akkor a nyaldbot tiszta sokasig
irja le, amelynek stirtiségmétrixa

[ 1/2 1)2 (12 —1)2
p7T/4 - 1/2 1/2 Va‘gy p37r/4 - _1/2 1/2 .
Ezzel szemben, ha a nyaldb 50-50 %—ban tartalmaz |1) és ||) allapoti elektronokat,
akkor a nyaldbot vegyes sokasdg irja le, amelynek striiségmatrixa:

p”:<162 1(/)2>'
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Az elektronnyaldb P polarizdciévektorat ugy szokds definidlni, mint az 3 spin
irdnydba mutaté “egységvektor”, §/s (s = 1/2) varhaté értékét:

P éSp (7). (6.38)

Az elektron spinoperatoranak komponensei

A 1, 101 N 1. 10 —i
Sw—i"w—§<1 0)’ Sy_iay_§<z' 0)’

S*F%&z:%(é _?) (6.39)
Az elektronnyalab polarizaciéja tehat
P =5p(p5) . (6.40)
Szamoljuk ki a polarizacié vektorat a py stirtiségoperatorral adott tiszta sokasagban:
Py =Sp (o), (6.41)
ahonnan a polarizacié komponensei:
(Py)y =sin26, (Py), =0, (FPy),=cos26. (6.42)

Tiszta sokasdgban a polarizacié vektora egységnyi hossziségd, | Py |= 1. A py
slirliségmatrix az (zz)—sikban polarizalt nyaldbot ir le, amelynek polarizdciévektora
a z-tengellyel 20 szoget zar be.

Nézziik most azt a nyaldbot, amely a |T) és a |]) dllapoti elektronok p, stirii-
ségmatrixszal leirt keveréke. Ebben a vegyes sokasagban

adédik a polarizacio vektordara. Példankban tehat a polarizacié parhuzamos a z—ten-
gellyel, de nagysdga 0 <| P, [< 1. A | P |= 0 esetben a nyaldbot polarizalatlannak
nevezzik. A | P |=1 esetek tokéletesen polarizalt nyaldbot, vagyis tiszta sokasdgot
jelentenek (wy =1, w; =0, P, =1vagy w; =0, w, =1, P, = —1).

6.3 Egyenstlyi vegyes sokasagok

A statisztikus fizikai rendszer egyensilydt az jelenti, hogy minden (id6t6l explicit
moédon nem fiiggd) mikroszkopikus fizikai mennyiség varhaté értéke allandé, azaz a
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Neumann-egyenletet megoldé siirtiségoperator nem fiigg explicit médon az id6tol.
Ekkor a Neumann-egyenlet a

[, p] =0 (6.44)

alakot olti. Egyensulyi allapotban 1év6 zart rendszer siiriiségoperatora
tehat mozgasallandd, hiszen felcserélheté a Hamilton-operatorral. Az egyensulyi
zart rendszer siriségmatrixa az energiasajatallapotok altal definidlt bazisban di-
agonalis.

6.3.1 Mikrokanonikus sokasag

Az egyensilyi zart rendszer energiasajatallapotai altal definidlt bazisban a stirtiség-
operator matrixa diagonadlis. Irjuk ezt

Prs = WOy (6.45)

alakban. 0 < w, < 1 valés szamok, megadjdk annak a valdszintliségét, hogy a
rendszer az r kvantumadllapotban taldlhaté. Ha a rendszer energidja az (E,E +
AE) intervallumba esik, ahol AE < FE, akkor altaldban nagyon sok mikroallapot
lehetséges. Az (E, E+ AF) intervallumba es§ energidval rendelkezé mikroallapotok
szama

I'(E, X&) =) [0(E+AF - E(X;,§)) - ©(E - Ex(X;,§))].  (6.46)

Itt E.(X;,&;) jeloli az r mikrodllapot energidjat az X; additiv megmaradé men-
nyiségek és a ; kiils6 terek rogzitett értékei esetén. Kovetkezésképpen

1

FExgy (O E+AE - B (X))~ O (B = B (X, ) = w. (647)

W, =

Az T' (E, X;, £;) mennyiséget mikrokanonikus dllapotdsszegnek nevezziik.

A kapott w, valésziniiségek mutatjak, hogy minden enrgetikailag lehetséges
mikroallapot egyenléen valészinti:

w, = w, ha E<FE.<FE+AE,
w, = 0, egyébként. (6.48)

A normalasi feltétel

1=Spp=> w=w)d 1=wl(E, X;§) (6.49)

nyilvanvaléan teljesiil. A sokasag entropiaja

S=—k> wInw, =kInl (E, X;,§). (6.50)
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6.3.2 Kanonikus sokasag

Felhaszndlva, hogy a kanonikus sokasagban minden F, energiaju allapot w, valdszi-
niisége azonos,

w, = Z e P (6.51)
a kanonikus sokasag stirtiségoperatora
p=Z texp{—pH} (6.52)
és az allapotosszegre a Spp = 1 egyenléséghdl
Z = Spe P (6.53)
adodik.

6.3.3 Makrokanonikus sokasag

Hasonléan, a makrokanonikus stirtiségoperator:

p=E"exp{—B(H — pN)} (6.54)
és a makrokanonikus allapotosszeg:
E = Spexp {—B(H - uN)}, (6.55)

ahol N a rendszer részecskeszam-operatora.

6.3.4 Idealis elektrongaz polarizacidja

Szamoljuk ki egy 7" hémérsékletii idealis elektrongaz polarizacidjat a z—tengely i-
ranydba mutaté ’H kiils6 mégneses térben. Az elektron mégneses momentumanak
operatora ,u = —g¢§, ahol g > 0 alland6. Az elektron Hamilton-operatora

H = —jif = gH5. (6.56)

Energiasajatallapotokat valasztva bazisnak, a stirliségmatrix

alaku, ahol

wy = %(ﬂ exp{—BH} |1) = %exp{—%ﬂg%},

wy = (Ul exp{~BH} |1) = o exp {3 oM}, (6.57)
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és az allapotosszeg

Z = Spexp{-BH}=(1|exp{-BH} 1)+ (|| exp {-BH} ||)
= exp {—%ﬂg?‘(} + exp {%ﬂg?‘(} = 2cosh (%5g7‘(> : (6.58)

A 6.2.5. fejezetben targyalt példabol tudjuk, hogy a polarizacié a z—tengely iranya-
ba mutat és

1 1 2 1
P, = w—w = 7 (e*%ﬂgH - eiﬁgH) == sinh (5597{)
1
= —tanh <§ﬂgH> : (6.59)

Ez azt jelenti, hogy a polarizacié a kiils6 mégneses térrel ellentétes irdnyba mutat
(P, < 0). Alacsony hémérsékleten (kT = 4 < 39H) P, ~ —1; vagyis csaknem
minden elektron spinje bedll a kiilsé tér irdnydba. A hémozgds azonban magas (kT =
% > %gH) homérsékleten szétzilalja a kiils6 tér altal a rendszerre rakényszeritett
rendezettséget és a polarizdcié nagysiga zérushoz tart.

6.4 ésszefoglalés

Megmutattuk, hogy a fizikai rendszerek kvantummechanikai targyalasa automatiku-
san elvezet altaldnos esetben (nyilt rendszer esetén) a vegyes sokasdg fogalméhoz
és a statisztikus fizikai leirdshoz. A vegyes sokasdgot tugy épitjiik fel, hogy meg-
mondjuk, a sokasdg hdny eleme (a rendszer hany kdpidja) van a megfelel zart
rendszer egyes bazisillapotaiban. Utdbbiak hullamfiiggvénnyel is leirhatdk. fgy a
kvantummechanikai varhatoé értékek kiszamolasa gy torténik, hogy elészor az egyes
bézisallapotok szerinti (,,kvantummechanikai”) atlagokat szdmoljuk ki, majd pedig
a kiilonbo6zo bazisallapotok statisztikus sulyaival képezett ,,sokasagatlagot”.
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7 IDEALIS GAZOK

Az alabbiakban Osszehasonlitjuk a bozonok és a fermionok idedlis gazanak termodi-
namikai viselkedését magas és alacsony hémérsékleten. Megmutatjuk, hogy magas
hoémérsékleten az idedlis Boltzmann-gaznak megfelel6 viselkedést kapunk. A kvan-
tumeffektusok okozta kiilonbségek a bozonok és a fermionok idedlis gaza kozott
alacsony, T" < Ty homérsékleten jelentGsek. Itt kTj egy olyan (elképzelt) részecske
alapallapoti energidja, amely éppen akkora térfogati dobozba van bezirva, mint
amekkora térfogat jut atlagosan egy részecskére az idedlis gazban.

7.1 Egyatomos Boltzmann-gaz

Boltzmann-gdzon olyan idedlis gdzt értiink, amelynek részecskéi a klasszikus mecha-
nika torvényei szerint mozognak. Az alabbiakban a makrokanonikus fazissiiriség
felhasznaldsaval kiszamoljuk az egyatomos idealis gaz

o illapotegyenletét és kémiai potencidljat,
e az atomok sebességeloszlasat,

e az atomok kinetikus energia szerinti eloszlasat.

7.1.1 Allapotegyenlet

A makrokanonikus fazisstiriiség

p(p,q) = E " exp{—B(H (p,q) — uN)} (7.1)

alaku, ahol a gdz Hamilton-fliggvénye
Ny
H =) — 2
(pa) =25~ (7:2)
és a makrokanonikus dllapotosszeg
==Y exp {BuN}Z(6), (7.3)
N=0

ahol az N-részecskés particids figgvény

Lo Pad’p Y
v = [ 11 gy exp{—ﬂ;ﬁ}
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1 [ dPedp 7?17
= |/ e )]

1 [ (2emkT)?2]Y 74
~ N! (27h)3 '
A makrokanonikus allapotosszeg értéke a sor Osszegzése utan:
3/2
_ sy, (2mmkT)
E =exp [e 1/7(27%)3 (7.5)
A termodinamikai potencial:
v
_ - _ 15] 3/2 5/2
QT,V,pu) = —kTlnE = —e “(27Th)3(27rm) 2(kT)5/2. (7.6)
Ebbdl derivalassal nyerjiik a nyomast,
o5 1 Q
=—— =€ —_(2 S2(kT)? = ——= 7.7
az entropiat,
o9 V 5 1 5 u\pV
= Y 322 5/23/2 L M (_ B _) A
S==ar T ¢ e TS T > ") 70 (78
és a részecskeszamot,
o002 V pV
N =—— = Bef¥ 2rm)¥2(KT)*? = *—. 7.9
o = e (QW,.Z)g,( mm)**(kT) T (7.9)
fgy atrendezés utan az allapotegyenlet a
pV = NkT (7.10)
alakot Olti. Az idedlis gaz entrépidjat atirhatjuk
3 7 ) uN
== - = = -Nk— — 11
o (2 kT) Nk QNk T (7.11)
alakba. Ezt felhaszndlva, az idedlis gaz bels6 energidjara az
3
U:TS—pV—i-uN:gNkT—,uN—NkT—f-,uN:§NkT (7.12)
kifejezést nyerjiik. Az egyatomos idedlis gaz entalpidja pedig:
H=U+pV=gN/€T+NkT:gNkT. (7.13)
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Az éllandé térfogathoz tartozo fajho,

_1aU _3
“=Nor ~ 2"

és az allandé nyomashoz tartozé fajho,

10H 5
Cph = —— — —
PNoOT 27
allandé és a
cp—cy =k

osszefiiggésnek tesz eleget.

A részecskeszam (7.9) kifejezésébdl kapjuk meg a kémiai potencidlt:

NKT (27h)3 (2rh)?

po= len{ (kT)‘5/2}:/-chn{

V. (2mm)3/2

A kémiai potencial a kovetkezo tulajdonsiagokkal rendelkezik:

1.
w(T — 0) — 0,
2.
(2mm)3/? 5/2
=0, h = kT
N (2rm)3/? 3
=— ="/ (KT)3?
azaz p % nh)? (kT)*/7,
3.

o~ —ngln (kT) - —oc0, ha T — 0.

7.1.2 Maxwell-eloszlas

(2mm)?2 (kT)5/

(7.14)

(7.15)

(7.16)

(7.17)

(7.18)

(7.19)

(7.20)

Az atomok sebességeloszldsat az n,(p) impulzus-eloszlasbdl szamolhatjuk ki. Mik-

roszkopikusan a (7, 9 + d®p) impulzus-térfogatelemben 16v részecskék széama:

N
vp(P)d’p = Y (P — pi)d’p

i=1
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Az impulzuseloszlast a v,(p) mennyiség sokasdgatlagaként kapjuk meg:

Nd3

d3 N =2 N
np(p) = ZN,/( i jjrhpj) E_lexp{ﬂuN}eXp{—ﬂ;g—zm}lgt%ﬁ—*
JR— eXp{ﬁuN} vy 72\
- = L e (7o {5

( [ & exp{ ﬂii}é(ﬁ—ﬁ))

Vexp {Bu}]" 8(N-1) P
= 2rmkT)? —f—
NZZ:O l (27h)3 N! (2mmkT) exp ﬂ?m
1 3/2 ﬁ?
= . .22
(27kaT> eXp{ kaT} (7.22)
A sebességeloszlast az
ny (0)d*v = n,()d’p (7.23)
osszefiiggés definidlja. Mivel p'= md ,
m \3? mu?
7) = (—— - 24
o () (27kT> eXp{ QHT} (7.24)

a sebességeloszlds kifejezése. Ez az Gn. Maxwell-eloszlds (4. dbra). Konnyen
kiszamolhatjuk, hogy

3kT
(@) = / ny (B)PdP0 = 25 (7.25)
m
és
kT
(w2 = / 1y (F)02d = (7.26)
m
7.1.3 Kinetikus energia eloszlas
A kinetikus energia eloszlast
ne(€)de = / 1y (5)d*p (7.27)
Q)
definidlja, ahol az integralds az impulzustérben a 47- térszogre torténik. Mivel
2
€= 2p—m és pdp = mde, (7.28)
irhatjuk, hogy
1 2
— —Be 9 1/2 A = —ﬂs‘ 2
ne(€) 7(271_ka)3/2€ (2me)**mAr 7T(kT)?’\/Ee (7.29)
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Figure 4: v

*

2 1/2

7.2 Részecskeazonossag a kvantummechanika an

A tovébbiakban meg szeretnénk vizsgalni, hogyan viselkednek az idedlis gazok,
ha a kvantummechanika torvényei szerint mozognak a gazrészecskék. Kivancsiak
vagyunk, milyen korilmények kozott kapjuk vissza a klasszikus Boltzmann-gaznak
megfelel6 viselkedést és mikor tapasztalunk ahhoz képest lényeges eltérést. Mie-
16tt azonban ratérhetiink ezeknek a kérdéseknek a tisztazasara, azzal kell foglalkoz-
nunk, hogy hogyan irja le a kvantummechanika az azonos részecskék rendszerét.
fgy tulajdonképpeni célunkat a kovetkezd fejezetre halasztjuk és most ismét egy kis
kvantummechanika kovetkezik.

A kvantummechanika szerint két részecske azonossidga azt jelenti, hogy nin-
csen olyan fizikai mennyiség, amelynek segitségével a két részecskét meg lehetne
kilonboztetni egymaéstol. fgy, ha egy rendszeren beliil azonos részecskék vannak,
akkor nem lehet kozottiik semmiféleképpen kiilonbséget tenni. Megszamozni sem
lehet Oket, mert nincs olyan ismérv, amely alapjan kiilonbséget tudnank koztiik
tenni.
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7.2.1 A részecskeazonossag és a hullamfiiggvény

A részecskeazonossag kvantummechanikai megfogalmazasa azt jelenti, hogy a hul-
lamfluggvény abszolutértékének négyzete invaridns barmely két részecske felcserélé-
sével szemben:

Ez 1gy lehetséges, hogy

ahol 6 egységnyi abszoliut értékli komplex szam. A j-edik és a k-adik részecske
ismételt felcserélése visszavezet az eredeti hulldmfiiggvényhez. Mésrészt a két egy-
masuténi felcserélés kovetkeztében a hulldmfiiggvény a 62 faktorral szorzédik. Ezért
6?2 = 1 kell teljesiiljon, azaz # = 1 a lehetséges értékek. Az azonos részecskék
rendszerének hullamfiiggvénye vagy nem valt eldjelet, vagy elGjelet valt tetszdleges
két részecske felcserélése esetén.

7.2.2 észecskeazonossag és spin
A részecskék a spinjiik tekintetében két nagy osztdlyba sorolhatdk:

1. ozonok, amelyeknek a spinje egész: s = 0, 1A, 2h, ...

2. Fermionok, amelyeknek a spinje félegész: s = %h, %h, e

Az azonos részecskék rendszere hullamfiiggvényének a részecskék felcserélésével
szemben mutatott tulajdonsigai és a részecskék spinje kozott az aldbbi természeti
torvény teremt szoros (egyértelmii) kapcsolatot: Azonos bozonok rendszerének
hullamfiiggvénye barmely két részecske felcserélésével szemben szimmet-
rikus, az azonos fermionok rendszerének hullamfiiggvénye barmely két
részecske felcserélésével szemben antiszimmetrikus. Bozonok esetén 6 = 1,
fermionok esetén 6§ = —1.

7.2.3 Sokrészecskés rendszer allapotainak betoltési szamokkal torténo
jellemzése

Vélasszunk egy {¢.,(z)} egy-részecskés bazist. Ez allhat pl. egyetlen szabad részecske
Hamilton-operatoranak sajatfiiggvényeibol. Ezekrél az allapotokrél mint egy-ré-
szecskés allapotokrdl beszéliink. Ekkor

(T1...an) =D ... clmy...my)Pm, (T1) ... om (TN) (7.32)
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és
clmy...mj...my...my)="0c(my...mg...mj...my). (7.33)
Az ut6bbi Gsszefiiggés mutatja, hogy az dllapotnak a c(m; ... my) egyiitthatokkal
vald leirdsa folosleges (nem fizikai) informdaciét tartalmaz: arra a kérdésre valaszol,
hogy melyik részecske melyik egy-részecskés allapotban van. Valdjaban a részecske-
azonossag miatt csak annak a kérdésnek van értelme, hogy hany részecske van az
egyes egy-részecskés allapotokban, vagyis melyek az egyes egy-részecskés allapotok
n; betdltési szdmai. Jeloljik ¢(ni,nog,...)-vel az ni,no, ... betdltési szdmokkal
jellemzett allapotot, ahol
> ni=N (7.34)
(2

a részecskeszam, amelynek értéke N = 0,1,2,... lehet. A kiilonb6z6 N részecs-
keszamhoz tartozd allapotok teljes rendszerét a bozonok és a fermionok esetén
kiilonbozoképpen kell értelmezni.

7.2.4 Azonos bozonok rendszere

észecskekeltd a,, és részecskeeltiinteto a,, operatorokat definidlunk az alabbi
kommutaciés szabalyokkal:

G, Gim | =0, [a,, 8, 1=0, [am,éa, ]| = 6mm, (7.35)

ahol m az egyrészecske-allapotok kvantumszamainak oOsszességét jeloli. Ezekbol
megszerkesztjik az n,, = a,,a,, betoltési szaAm operatort, amelynek a lehet-
séges sajatértékeire n,, = 0,1,2,... nem negativ egész szamok addédnak.
Ertelmezziik tovabbd a N = > m N Tészecskeszam-operatort. Ennek sajatértéke
N=%,n,=01,...,

Létezik egy vakuumallapot, amely nem tartalmaz részecskét, azaz amelyet
az eltiinteto operatorok zérusba visznek:

Gm | 0) =0, Vm. (7.36)

A vakuumallapot a betoltési szamoperatoroknak zérus sajatértékeihez tartozo sa-
jatéllapota. Ez az az allapot, amely egyetlen részecskét sem tartalmaz.

Hattassuk a kelté operatorok valamelyikét a vakuumadllapotra, akkor a
nm =1)=¢(0,...,0,n, =1,0,...,0) = a,,|0) (7.37)

egyrészecskés allapotot kapjuk, amely az n,, operdtornak n, = 1 betoltési
szdmhoz tartozé sajstallapota és az N részecskeszdm operstornak az N = 1 sajit-
értékhez tartozo sajatallapota. Tovabbi kelté operdtorok megfelelo szamu alka-
Imazasaval a vakuumallapotbdl tetszoleges N-részecskés allapotot eléallithatunk:

Mgy ooy ) = ! ' ()" (8, )" 10),  (7.38)

Ny e T !
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amely dllapotban az my, ma, ..., ms egyrészecskés allapotok vannak betoltve, rendre
Tnys Mmys - -+ N Tészecskével. A szdmfaktorok az allapotok ortonormaltsagat
biztositjak. Tetszoleges betoltési szam sajatallapotra a kelto és eltiinteto operatorok
hatasa a kovetkezo:

mp( ey Ny - on) = ni,{Qcp(...,nm—l,...),
i, (-2 = (e +D)20( 1,00, (7.39)

7.2.5 Azonos fermionok rendszere

Az azonos fermionok rendszerének részecskeszam sajatdllapotait hasonléan szer-
kesztjiik meg mint az azonos bozonok rendszeréit. A kiilonbség abban van, hogy
a kelt6 és az eltiintet6 operatorok antikommutator-relaciéknak tesznek
eleget

{amyam Y ={a,,8, Y =0  {am d,, } = pm . (7.40)

Ebbdl kovetkezden az i, = a,,a, betoltési szdamoperator sajatértékei n,, =0
és 1. Ez azt jelenti, hogy minden egyrészecskés allapotban legfeljebb csak
egy részecske tartézkodhat. Ez a auli-elv.

A |0) vdkuumallapot most is az az dllapot, amelyik nem tartalmaz részecskét,
azaz amelyre G,,|0) = 0 tetsz6leges m esetén. Az N-részecskés allapot &dltaldnos
alakja:

G, -y |O), (7.41)

m1

ahol my, mo, ..., my paronként kiilonbozé egyrészecskés allapotok.

7.3 1 edlis Fermi- és Bose-gaz

A gazok viselkedése alacsony homérsékleten altalaban lényegesen eltér a klasszikus
részecskék gazanak a viselkedésétol. Alacsony homérsékleten ugyanis a kvantum-
mechanikai effektusok fontos szerepet jatszanak.

Vizsgéljunk a V térfogatu idedlis gazt. A gdzrészecskék nem hatnak kdlcson
egymassal és energidjuk az e,(k = 0,1,2,...) diszkrét értékeket veheti fel. A giz
Hamilton-operatora

f{ = z 8k’flk = Z ‘Skdk dk (742)
k=0 k=0
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és részecskeszam-operatora
n o0 o0
N =Y tp=> aydy, (7.43)
k=0 k=0

ahol n, = a; a; a k-adik egyrészecskés allapotban 1évd részecskék szamanak ope-
ratora, az un. betdltési szam operator. Az a; operator és adjungdltja az azonos
részecskék rendszerére vonatkozé dltaldnos megdllapitasaink szerint az aldbbi csere-
reldcidkat elégitik ki:

1. bozonok, azaz s = 0,1,2, ... egész spinii részecskék esetén

[, k] =0, [, iy | = b ; (7.44)
2. fermionok, azaz s = 1/2,3/2, ... feles spinti részecskék esetén
{ak,ax} =0,  {ak, a; } = 6. (7.45)
Az ny részecskeszam-operator sajatértékei

1. bozonok esetén ny =0,1,2,..;

2. fermionok esetén ng =0, 1.

Az utébbi azt jelenti, hogy egy kvantumadllapot csak egy fermionnal t6lthetd be. Ez
a Pauli-elv. Jeldljiik a rendszer vdkuumaéllapotét | 0)-val. Ez az az allapot, amelybél
nem lehet részecskét elvenni,

d | 0) =0 (7.46)

semmilyen k esetén. Az | 1) = a, | 0) dllapot egyrészecskés, mert eleget tesz az
alabbi osszefiiggéseknek:

H|l) = &), (7.47)
NL) = |1, (7.48)
A [ 1g) = | 1g). (7.49)

Az a, operator tehdt egy e energidju részecskét kelt a vakuumbdl. Az a; operdtor
pedig eltiintet egy ¢, energidju részecskét barmely olyan 4llapotbdl, amelyben a
k-adik egyrészecskés allapot be van toltve.

Az idedlis gaz tetszoleges részecskeszam- és energia-sajatallapotat egyrészecs-
ke-allapotok szorzataként lehet el6allitani, mert a részecskék nem hatnak kolcson:

| no, M, . ) = Mo) | na) ... (7.50)

Itt ng, ny, stb. az g, 1, . . . energiaju egyrészecskés adllapotokban taldlhato részecskék
szama.
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7.3.1 Az idedlis ose-gaz makrokanonikus allapotosszege

A makrokanonikus particios fliggvény idealis bozongdz esetén az aldbbi alakot 6lti:

n

E = Spexp{—ﬂ(f]—uN)} = (noni...| exp{—ﬂi(sj —,u)ﬁj} | nona -..)

I
M8
M8

I
=)

0ni

$

= 10__01 { Z exp {—0(g; n]}} 10_3[ 1 —exp{—0(g; — ,u)}]_l. (7.51)

n =0

n

--<n0\("1\---\GXP{—ﬂi(gj—M)ﬁj}\710)\”1)---

I
—
M8

Il
)

0

J

(n; | exp{—0B(e; — w)n;} | ”j)}

Vegyiik észre, hogy a szorzat akkor és csak akkor nem divergdl, ha valamennyi
tényezdje konvergens geometriai sor, vagyis

g5 > 1 (7.52)
minden j-re. Ez azt jelenti, hogy a bozongédz kémiai potencidlja

i< €. (7.53)
Ha a legalacsonyabban fekvd egyrészecske energidt zérusnak valasztjuk, akkor

p < 0. (7.54)

7.3.2 Az idedlis Fermi-gadz makrokanonikus allapotosszege

Idedlis Fermi-gaz allapotosszegét hasonléan szamolhatjuk ki, mint a Bose-gazét. A
kiilonbség csupdn az, hogy a betoltési szdmokra torténd osszegzés csak az n; = 0,1
értékre valo Osszegzést jelent a Pauli-elvnek megfelelGen:

E= ) > Anol{m].. \eXP{—ﬂi(gj—u)ﬁj}|n0)|n1)---

n =01n;1=01 7=0

= ﬁ{ Z (n; [ exp{=0(e; ng}\nﬁ} ﬁ (1 +exp{=p(e; —w)}).

Jj=0 J=0

(7.55)
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7.3.3 Termodinamikai potencial

Az idedlis Bose- és Fermi-gaz termodinamikai potencidlja
Q=—-kTInE= kT> In{l exp{-p(g; —p)}} (7.56)
§=0

alakban irhaté, ahol a fels6 el6jel Bose-gazra, az also6 eldjel Fermi-gazra vonatkozik.
Az 6sszegzés kiterjed valamennyi egyrészecske dllapotra.

Ha az idealis gaz térfogatat minden hataron tul noveljik, V' — oo, akkor az
egyrészecske-allapotok energidi majdnem folytonosan valtoznak:

)
b

Az egyrészecske-allapotokra valo Osszegzés integralassal helyettesitheto:

> =9 (27‘:5)3 / d’p, (7.58)

itt g az impulzus-sajatallapotok spin és egyéb kvantumszamok szerinti elfajultsdgat
veszi figyelembe. Az egyrészecske-dllapotok energiastiriisége

V 9 V 2m 3/2 1/2
A termodinamikai potencidlban az Osszegzést integralassal helyettesitve kapjuk,
hogy

Vo /2mN\3/2 foo
Q= kTg— (—’Z) | de P {1 exp {=B(e — w)}}. (7.60)
42 \ h 0
Parcidlis integralas utén:
>V amy 32 oo 2
O=-Zg 5 (5y) [ d . 7.61
3 47r2(h2) 0 gexp{ﬁ(s—,u)} 1 (7.61)

Innen parcialis derivalassal adédik a nyomas,

oY) Q 2 1 [2m\¥?% pe g3/2
P="%v Vo 374r2 (hQ) / efle=m) 1’ (7.62)
az entropia
o0 9 Vor2m\3/? oo (e — p)Lye Plem)
=" = _ kTe— (= / 1/2 k
5= "ar 7 M9 (h?) dee 1 e Pen
Q 1 Vo 2m\3? o g2 —p)
= 7795 () | e 1 (7:63)
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és a részecskeszam,

oQ V. o2m\3/? foo gl/?
N=_—""—qg (22 / de———. 7.64
o 42 <h2) o CeBm 1 (7.64)

A részecskeszamra vonatkozé egyenlet alapjan meghatarozhaté a p kémiai po-
tencidl mint a homérséklet fiiggvénye.
Az idedlis Bose- és Fermi-gaz belso energiaja

gle)e

U:TS—pV+uN:/0°°deW. (7.65)
Ezt O0sszehasonlitva a nyomds kifejezésével, az
pV = gU (7.66)
allapotegyenletet kapjuk.
Az allapotegyenlet segitségével az entropiat

alakba irhatjuk.

7.3.4 Atlagos betoltési szamok

Az egyrészecske-allapotok atlagos betoltési szama az ny operator varhato értéke:

ny = Sp(pi)
= B Y (no| (n|...|exp{—=PB(eo — )i} exp{—Fer — p)in}. ..
fig exp {—B(ex — W)} ... [ no) [ ) ... (7.68)

Itt felhasznaltuk, hogy [fg, 7k | = 0. Bozonok esetén az dtlagos betdltési szam:

n = =7 (H i (nj | exp{—0B(e; — pu)n;} | nj>)

i—kn =0
> (e | g exp {—B(ex — )} | 1)

n =0

Yoo —onkexp{—0B(ex —p)ng} 0 o0

- oo _yexp{—p(ex — p)ni} ~ 9(Bp) In RXZ:O exp {—B(ex — p)ru }
0 1 ~ —exp{-Ber — p)}

6m " T—ep{—Bles—m} | 1—oxp{—Blec—p)}
1
= s (B —p) -1 (769)
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Fermionok esetén az atlagos betoltési szdm;

g = E7 (H > (nj [exp{—p(e; — m)ns} | nj))

j=kn =01
> (g | ipexp {—B(ex — w)u} | i)
n =01
Yo =01 Mk exp{—PB(ex — p)ni}
Yn —01€xp{—B(ex — m)ny}
exp {—fB(ex — 1)} 1

= Trexp{fler—u)]  oxp{Blr— @)+ 1 (7.70)

Az egyrészecske-allapotok atlagos betoltési szamanak és az allapotsiiriiségnek
a felhasznaldsaval atirjuk a termodinamikai allapotfiiggvényeket az alabbi alakba:

0 = —g /Ooodsg(s)ﬁ(s)e (7.71)
U = /Ooodeg(a)ﬁ(s)s (7.72)
N = /Ooodeg(s)ﬁ(s) (7.73)
s = [ deglepmte) <§5—,u). (7.74)

Ezek szerint a részecskeszamot gy kapjuk meg, hogy a g(¢)de szdmu egyrészecske
allapotban jelenlevd részecskék g(e)n(e)de dtlagos szdmat Osszegezziik valameny-
nyi infinitezimalis energiaintervallumra. A gaz bels6 energidja az egyes részecskék
energidinak osszege. Az entrépidhoz minden ¢ energiaji részecske 1 (ga— ) jarulékot
ad.

7.3.5 ose- és Fermi-gidz magas homérsékleten

Az idedlis Bose-gaz is és az idedlis Fermi-gdz is az exp {u/kT} < 1 hatéresetben
hasonléan viselkedik mint a klasszikus Boltzmann-gaz. Meg lehet mutatni, hogy ez
éppen a magas hémérsékletii gdz hataresete.

Az allapotegyenlet az e*/* < 1 esetben az aldbbi alakot &lti:
72 NR? )

29 V(mkT)3/? (7.75)

ahol a felsd eldjel Bose-gazra; az alsé eléjel Fermi-gazra vonatkozik. A kémiai po-
tencialra ugyanakkor a

pV =~ NEKT (1

N (27wh)3
u=kTIn (VW> (7.76)
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kozelito kifejezés addédik. Latjuk, hogy 77 — oo esetén visszakapjuk az idedlis
Boltzmann-géz dllapotegyenletét és kémiai potencidljat. Ugyanakkor V' = 4ll. esetén
a nyomas a Bose-gazban kisebb, a Fermi-gazban pedig nagyobb mint a klasszikus
Boltzmann-gazban.

7.3.6 Elfajult ose-gaz. ose-kondenzacié

Vizsgaljuk N = all. szamu részecskét tartalmazd Bose-gaz viselkedését alacsony
homérsékleten. Az egyrészecske-allapotok atlagos betoltési szama nem lehet nega-
tiv. Ebbdl kovetkezik, hogy

;> . 777
j (

Ha a legkisebb energidju egyrészecske-allapot, az alapallapot energidjat zérusnak

valasztjuk, akkor p < 0 adédik. Ha pu — 0, akkor az alapdllapot betoltési

szama ny — oo. Ez azt jelenti, hogy a bozonok mind az alapallapotot kezdik

benépesiteni és a magasabb energiaju allapotok pedig kiiiriilnek. Ez a jelenség a
ose-kondenzacié.

A részecskeszamra vonatkozo6 egyenletbol meghatarozhatjuk azt a T homér-
sékletet, amelynél a kémiai potencial zérussa valik:

1(To) = 0. (7.78)

A részecskeszdm kifejezésébdl az aldbbi Osszefiiggés adddik, ha bevezetjiik az
x = ¢/kT, integralasi valtozot:

N g [2m\3/? [ gl/? g 2ka0
7o) Lo [t e
Az itt szerepl6 hatarozott integral szamértéke:
0 /2
d = 2.612. 7.80
/0 xef”—l ( )
A kémiai potencial tehat
h? an NS 33182 N\ 750
1= (XyF_sa oy 71
2mk ¢ (g)p(g) Vv g3 mk \V

hémérsékleten valik zérussd. Ennek van kozvetlen fizikai jelentése. A kTp energia
nagysagrendileg megegyezik egy V/N térfogatra lokalizalt részecske zérusponti en-
ergidjaval. sakugyan egy a = (V/N)'/? oldalt dobozba zért részecske alapallapoti
energiaja

mh?  n’h? (N

2/3
Bo=gom= 5 (77) - (7.82)
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Amikor a hémérséklet Osszemérhetévé valik az alapallapot €, energidjdval,
akkor az alapallapot betoltési szdma nagy értékeket vesz fel. Ebbdl kovetkezik,
hogy a termodinamikai potencial kiszamitasakor nem élhetiink azzal a kozelitéssel,
hogy a diszkrét egyrészecske-spektrumot folytonossal helyettesitjiik. Az allapotsii-
riiség zérushoz tart ¢ — 0 esetén, s igy az energia szerinti integralas soran elveszitjiik
az alapallapot jarulékat. Az integral-kifejezést hasznalhatjuk tovabbra is azonban a
gerjesztett allapoti részecskék jarulékainak kiszamitasara. fgy példaul a gerjesztett
allapott részecskék szama 1" < T esetén

/2 1/2 3/2
g (2mkT 3% roo x T

Az alapallapotban levé részecskék szama igy

T 3/2
No=N—N, szNll—(T) ] (7.84)
0

Ugyanakkor a gdz energidja teljes egészében a gerjesztett dllapotokban 1évo
részecskéktdl szarmazik:

3/2 . 3/2
v = vy <2ka) W7 [ do——
0

472 h? er —

T 3/2
— 0.770NKT (70> — 0.770N, ,,kT. (7.85)

A gaz nyomasa T' < Ty hémérsékleten

o7 N T 32 3/2
p=22 0513 kT (T) _ 0.0851mv (kT)* > (7.86)

3V vV 0 B3’

és az allandé térfogati fajho:

oU 1 5 T\*?

Latjuk, hogy mind a nyomads, mind az allandé térfogati fajhd zérushoz tart abszolit
zérusfokon. Masrészt pedig

eo(Th) = 3—5% (7.88)

A kémiai potencidl eltiinését T = Ty homérsékleten azzal a kozelitéssel élve kaptuk,
hogy az egyrészecske-allapotokra valé Osszegzést integraldssal helyettesitettiikk. Ez
azonban T ~ T esetén mar nem jé kozelités. Kicsit pontosabban hatarozhatjuk

159



meg a kémiai potencidlt, ha el6z6 eredményeinket egy iterdcid elsé 1épésének te-
kintjik. Az iteracié kovetkezé lépésében azt mondhatjuk, hogy az alapéllapot
atlagos betoltési szama

3/2
no=e_537_1=]\7[1—(%)/1, (7.89)
ahonnan a kémiai potencidlra
1 T\32"" 1
p o= —len{l s [1 - (i) ] } ~—kT,  ha T =0 (7.90)

tulajdonsag adodik. Makroszkopikus rendszer esetében tehat a kémiai potencial
T < Ty hémérsékleten 1/N rendben zérusnak tekinthetd.

A kémiai potencidl és a nyomdas hémérséklet-fiiggését N/V = 4ll. esetén a 5.
abran hasonlitjuk ossze a klasszikus Boltzmann-gaz esetével.

Figure 5:

A Ty hémérsékleten a Bose-gdz kémiai potencidljanak homérséklet szerinti de-
rivaltja ugrdst szenved. Az allandé térfogathoz tartozéd fajhé hémérséklet szerinti
derivaltjanak ugyancsak ugrasa van a T" = T pontban. Az allandé térfogathoz tar-
tozé fajho hémérsékletfiiggését a 6. abra szemlélteti. A fajhé T"— oo hémérsékleten
az idedlis Boltzmann-gaznak megfelel6 ¢, = %kT értéket veszi fel.

Azt szoktuk mondani, hogy a T, homérsékleten az idedlis Bose-gaz fazisata-
lakuldst szenved. FEzt a fazisatalakuldst Bose-kondenzaconak nevezziik. A Bose-
kondenzacié azt jelenti, hogy T' < Ty homérsékleten az alapdallapot betoltési szama
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Figure 6:

Figure 7:

161



ng ~ (N). A rendszer az impulzustérben rendezédik 4t, nem pedig a konfiguraciés
térben. Abszolut zérus fokon valamennyi részecske az alapéllapotot tolti be. Az
egyes egyrészecske-energidkon taldlhaté részecskék szamat a 7. abra szemlélteti. Az

( ,d ) energiaintervallumban taldlhaté részecskék szama a g( ) allapotsiiriiség és az

n( ) atlagos bet6ltési szam (a bet6ltési valdsziniliség) szorzata. Ezt kell 6sszehasonlitani

a Boltzmann-gazra vonatkozd, (7.29) egyenletnek megfelel6 energiaeloszldssal. Boltzmann-
gaz esetén az = 0 energiaju allapotban zérus a részecskék atlagos szama, mert a
betoltési valdszintliség véges és az allapotsiirliség zérus ezen az energian.

Megemlitjiik még, hogy a Bose-kondenziciét nem szabad téveszteni a szuper-
folyékony fazis kialakuldsaval. Az utébbihoz ugyanis még az is sziikséges, hogy a
kondenzalt bozonok kozott egy gyenge vonzé kolecsonhatds legyen jelen.

7.3.7 Feketetest-sugirzas (avagy relativisztikus idedlis ose-gdz)

1. A fotonallapotok leszamlalasa

Egy vezetd iiregében, a kornyezo anyaggal termikus egyensilyban 1évo elek-
tromégneses tér taldlhatd. Az elektromdgneses tér a kornyezetétdl e, = h , =

hkc energiaadagot és p' = hk impulzusadagot kaphat, ahol k tetszoleges hulldmvektor,
és ugyancsak ilyen 0sszetartozo6 energia- és impulzusadagok egyidejii leaddsaval
csokkentheti energidjat. Kovetkezésképp, az iiregbe zart elektromégneses térre

ugy tekinthetiink, mint

¢ = hkc energidgji, p= ik impulzusd (7.91)

részecskék gizdra. Ezeket a részecskéket, az elektromdgneses tér elemi ger-
jesztéseit, fotonoknak nevezziik. A fotonok nyugalmi tomege zérus:

moc® = \/e2 — 2% = \/h2k202 — B’k2c2 = 0. (7.92)

A fotonok egyuttal s = 1 spinii részecskék, vagyis bozonok.

A fotongazban az egyrészecske-allapotokat a k hulldmvektor jellemzi. Egy
tiregben (egyszeriiség kedvéért a oldalélii kockdban) csak olyan egyrészecske-
allapotok megengedettek a kvantummechanika torvényei szerint, amelyeknél
az a élhossz a /2 = w/k félhullimhossz egész szamiu tobbszordse. Jelolje
ni, No, ng azt az egész szamot, amely megmutatja, hogy a kocka harom, egymaésra
paronként merdleges élének irdnydban a félhulldmhossz hényszor fér ra az
élhosszra. A megengedett hulldmvektorok ekkor

k1=n1z, k2=nzz, k3:n3£
a a a
(nl,ng,ng = 0,1,2,...). (793)
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A fotonenergidk:

h
= % n? + n3 + nj. (7.94)

Eninans

A fazisteret azonosithatjuk a paronként egymdsra merdleges nq, ny,n3 ko-
ordinatak terével. Ebben a térben egy egységnyi racsallandgju kobos racs
racspontjai abrazoljdk a fotonallapotokat. Az €,,,,n, < € energidju allapotok
szama ezért az

2
n:+ns5+n; = (s#) (7.95)

gomb térfogatinak 1/8-ad része:

14rw a \3 1ldr € \3
N =T (o 2N 28y (2 ) 7.
°T%3 (5h7rc) 83 V(hm) (7.96)

A fotonallapotok stirtisége tehat
dN . V 7/ e \?
= 2 = — _ .
9(e) de he (hwc)
ahol a 2 faktor azt veszi figyelembe, hogy a fotonoknak kétféle polarizacids
allapota van.

(7.97)

. Az allapotegyenlet

Az iiregbe zart fotongdz részecskéinek szdma nem dllandé, hanem a kornyezet-
tel valé kolesénhatds révén 4llitédik be az értéke a termodinamikai egyensuly
feltétele szerint. Ha (7,V,N) a géaz szabadenergidja, akkor az egyensilyi
részecskeszamot a

0

— =0 7.98
N (7.98)
egyenlet hatarozza meg. Masrészt viszont
0
= — 7.99
aN ) ( )
ugyhogy iiregbe zart fotongaz kémiai potencialja zérus:
p=0. (7.100)

Mivel p = 0, a szabadenergia és a termodinamikai potencial azonos:
= U-TS=—pV+uN=—pV =
_ kT/ deg(e)In {1 — e}
0

V 00
= kTﬁ/ d5€2 In {1 — €_ﬁ5}
T 0
3

Vi o0 €
= —— de————. 7.101
3(hmc)3 /0 e _1 ( )

163



A fotongaz belsé energidja

U= +T§, (7.102)
ahol az entropia
0 Vr o0 o
S=——=7/ d — 7.103
oT  T(hrc)? Jo “ePe_1 T ( )
tigyhogy
Vi oo g3
U:—/ de— 5 — 30 =3pV, 7.104
(hme)® Jo “efe —1 P ( )
azaz
1
pV = 3U. (7.105)

Vegyiik észre, hogy a relativisztikus Bose-gédz allapotegyenletében a jobboldalon
1/3 szerepel szemben a nem relativisztikus gz esetén felléps 2/3 tényez6vel.

Felhaszndljuk, hogy

© drz’ 7t
/0 - T (7.106)

Igy a feketetest-sugarzas energiastiiriisége:

U 7T5 (kT)4 4
VG 15 const - T*. (7.107)

Ez a Stefan- oltzmann-torvény.

. A feketetest-sugarzas spektralis eloszlasa

A sugdrzas v frekvencia szerinti eloszldsa, vagyis a (v,v + dv) frekvencia-
intervallumban jelenlevo energiasiiriiség aranyos a
o v3dv

de ~ ——
efe — 1 e —1

g(e)n(e)ede ~ (7.108)

kifejezéssel. Ez a lanck-féle sugarzasi torvény. A sugdarzas spektralis
eloszlasat a 8. abra szemlélteti.

Adott T hémérsékleten az e = hv > kT energidju, ,,kemény” fotonok atlagosan

S ~ee ™ = kT (Ge)e ™ < kT (7.109)

n(e)e ~ e
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energidval jarulnak hozzd a bels6 energidhoz, mig a ,,1dgy” hv < kT energidju
fotonok

£ € _
efe—1 " 14B—1"

n(e)e ~ kT (7.110)
atlagenergiat képviselnek. A lagy fotonokra tehdt teljesiil az ekvipartici6
torvénye, a kemény fotonok azonban frekvencidjuk novekedtével egyre kevesebb
atlagenergiat képviselnek. Ennek koszonhetd, hogy a fotongdz teljes energidja
véges. Ha minden foton k7" dtlagenergiat képviselne, akkor a sugarzds frekven-
ciasfirtisége az 4allapotsiiriiséggel ardnyosan v? rendben tartana végtelenhez
v — oo esetén (Rayleigh-Jeans torvény) és a fotongdz bels energidja di-
vergélna (ultraibolya katasztréfa).

A sugarzas frekvencia szerinti eloszlasanak anndl a v, , frekvencidndl van
maximuma, amelyre

d g3
- <eﬂs — 1) e =0, (7.111)

azaz
Bhvy, , = const. (7.112)

Ez azin.  ien-féle eltolddasi torvény novekvo homérséklettel a sugarzas
spektralis eloszlasanak maximuma eltolédik a nagyobb frekvencidak felé. A
maximum eltolédéasa jol 1atszik a 8. dbran.

Figure 8:

A sugérzas spektralis eloszlasabdl tehat kovetkeztethetiink a sugarforras ho-
mérsékletére. Ennek egyik szép példdja a kozmikus hattérsugarzas hémérsékle-
tének meghatarozasa. A tapasztalat igazolja, hogy bolygénkat a vilagiirbdl egy
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kb. T'=3 hoémérsékleti, izotrép hattérsugarzas éri. Ebbol arra kovetkeztet-
hetiink, hogy a Vildgegyetem taguldsa sordn bekovetkezett egy dllapot, amikor
az elektromagneses sugarzas megsziint kolcsonhatni a kondenzalt anyaggal.
Ez a sugarzas van ma is jelen izotrépan a vilagegyetemben és homérséklete a
szoban forgo allapot hémérséklete. Az elektromagneses tér lecsatolodasa felte-
hetéen akkor kovetkezett be, amikor a H és He atommagok befogtdk a szabad
elektronokat. Amig a fotonok szorasi keresztmetszete szabad elektronokon
nagy, addig semleges atomokkal a fotonok csak gyengén hatnak kélcson. Ez
okozhatja az elektromégneses sugarzas lecsatolédéasat.

7.3.  Szilardtestek fajhsje

A szilardtestek tobbnyire N darab, tobbé-kevésbé rogzitett helyzetli atomtorzset
tartalmaznak, amelyek egy kristalyracs racspontjaiban foglalnak helyet. FEzek a
részecskék egyensilyi dllapotuk koriil kis rezgéseket tudnak végezni. A rezgd récs
Hamilton-operatora tehat kozelitdleg 3N darab fiiggetlen linedris harmonikus osz-
cillator Hamilton-operatoranak osszege. Ezek a racs Un. sajatrezgései, amelyeknek
klasszikusan alléhullamok felelnek meg.

Hasonldan a fotonokhoz, a raccsal kozolt i energiaadag egytuttal p= hk

(| 7 |= €/c,) impulzusadag kozlését is jelenti, (c, a hangsebesség a k hulldmvektor
altal jel6lt irdnyban). A récs sajatrezgéseinek elemi gerjesztéseit tehdt részecskéknek
tekinthetjiik, amelyeket fononoknak neveziink. A hulldimvektorra meréleges sikban
két fuggetlen irdnyban lehetségesek transzverzdlis rezgések. Ellentétben az elek-
tromdgneses alléhulldmokkal, a szildrdtestben a rezgési dlléhulldmok longitudinali-
sak is lehetnek. A transzverzalis és a longitudinalis hullamok terjedési sebessége, a
cs transzverzalis és ¢; longitudinalis hangsebesség, altalaban kiilonbo6zo.

A szilardtestek Einstein-féle modelljében feltessziik, hogy valamennyi

sajatrezgés frekvencidja azonos, . Kvantummechanikdabdl tudjuk, hogy egy
frekvencidju linedris harmonikus oszcillator energiallapotai:
1
en=h (5 + n) , (7.113)

aholn =0,1,2,... az oszcilldtor betoltési szdma i nagysigui energiakvantumokkal.

Termodinamikai egyensiilyban az  frekvencidji oszcillator atlagos betoltési szama
1

n=— . 7.114

Mivel a récsrezgésekben tarolt i  energiakvantumok, azaz fononok szdma nem

allando, azért a kémiai potencial zérus, amit felhasznaltunk 7 felirdsakor. Egy osz-

cillator atlagos energiaja T homérsékletii szilardtestben

E=h (%—i—n) (7.115)
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Végil a rdcsrezgések egyiittes energidja

1 1
—3Nh (= +—). 11
U =3Nh (2+6ﬂ _1) (7.116)

Az Einstein-modellben a szilardtestek fajhoje

18U_ e

y = —— = 3k(Bh ) ——m. 11
A T — 0 hataresetben a fajho
sh \* i\
¢y, ~ 3k (eﬂ— e’ ~ 3k )¢ 0 (7.118)
szerint tart zérushoz, mig T' — oo esetben
(Bh )2
~ A1
Cy 3k(1+ﬂh _1)2—>3k (7.119)

értékhez tart. Ez a Dulong- etit szabaly. Kifejezi, hogy magas hémérsékleten
minden szabadsigi fokra k7 &tlagenergia jut. A fajhének az Einstein-modellbdl
adédé hémérsékletfiiggését a 9. dbran tiintettiik fel.

Figure 9:

A valésagos szilardtestek racsrezgéseinek az Einstein-modellnél jobb kozelité-
sét kapjuk, ha a fononok szamdra egy egész frekvenciaintervallumot megengediink.
Ilyen modell megfogalmazasaban a fononok és a fotonok kozti analégia fog minket
vezetni.
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A fononok energia-impulzus Gsszefiiggése analég a fotonokéval, igy az allapot-
strtiséget megkapjuk a fotonokébdl, ha tekintetbe vessziik a kétféle transzverzalis és
a longitudindlis rezgési médust:

A7V Vo

=2 =2—— 12
g t TL(E) 5(27‘_0)36 Va‘gy g t n( ) 27_‘_203 ) (7 0)
vV o,[(2 1
= — ——+ = . 121
g n n( ) 27]_2 (cgt + Cg > (7 )

Amig azonban az elektromdagneses tér normal rezgéseinek szama végtelen, addig a
szilardtest normal rezgéseinek szama 3N. Léteznie kell tehat egy olyan maximalis
frekvencidnak, amelynél nagyobb frekvencidju sajatrezgések nem lehetségesek. Ezt
a levagasi frekvenciat a

/ g an( )d =3N (7.122)
0
feltétel hatarozza meg:
N/1 2\
=18 — [+ =] . 7.123
I v Ci’ +C§t ( )

A levagasi frekvencidnak egy minimalis hulldmhossz felel meg, ~ ~!. Ennek léte
azzal magyardzhatd, hogy a szildrdtestben nem lehetségesek olyan sajatrezgések,
amelyeknek hullimhossza kisebb lenne mint a racsallandé. A most megfogalmazott
modellt a szilardtestek Debye-féle modelljének nevezik.

A d frekvencia-intervallumban az energiastiriiség

au  g( ) 1 1 N 2
— =t l=h (24— )o— 124
R <2+eﬂ —1)9V > (7.124)
ha < . Itt az dllapotstiriiséget kifejeztiik  -vel:
IN—, <
= ’ - 7.125
= = (7129
A racs belso energidjat frekvencia szerinti integralassal kapjuk:
1 1 1
=9N —/ d =4+ ———=| 3 7.126
U=9Nh— | <2+(eﬁ _1)2> (7.126)
Innen a fajho
1 1 4eh
cy, = _5_U — 9p2 / d _&c
N oT 312 Jo (ef  —1)?
KT\ fe zte®
Y / de—2 _ — 3k (z), 7.127
(h ) 0 CE(egﬂ —1)2 (@) ( )
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ahol zo =h /KT és

3 [® rte®
= — dr— 7.128
@)= ) e (7.128)
az un. Debye-fiiggvény. A fajhének a Debye-modellbol ad6dé hémérsékletfiiggését
is feltiintettik a 9. dbran

Az Einstein-modellben a termodinamikai mennyiségek az oszcillatorok — frek-
vencigjatél fiiggnek. Ennek szerepét a Debye-modellben az levagasi frekven-
cia, illetve az 4n. @ = h /k Debye-hémérséklet veszi at. 6 értékét altaldban
a szamolt fajho-hémérséklet fiiggvénynek a kisérleti adatokhoz vald illesztésével
hatarozzak meg. Ertéke erésen fligg az anyagi minéségtol és altalaban 100 —1000
nagysagrendii.

Figure 10:

Megjegyezzik még, hogy a fononok spektruma Rontgen-sugdrzds szoératdsa
révén hatarozhaté meg kisérletileg. A kisérletileg megfigyelt fonon spektrum kvali-
tative hasonlé a Debye-modell altal feltételezetthez, de finomabb részleteiben eltér
attél (10. dbra).

7.3.  Elfajult szabadelektron-gaz

A fémek vezetési elektronjai, az in. szabadelektronok jé kozelitéssel idealis Fermi-
gazt alkotnak. Az elektronok s = 1/2 spinii részecskék, igyhogy minden p'impulzusi
egyrészecske-dllapot a spin kétféle allasa (“fel” és “le”) szerint kétszeresen elfajult,
azaz g = 2. Az allapotsiirliség

9 3/2
4rp*dp = v ( m) eY2de. (7.129)

g(e)de =2 5 \ 37

v
(27h)?
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Az elektronok megmarado toltést hordoznak, igy szamuk is megmaradé a vezetGben:
00 < V /29m)\3/? cl/2
v [ emo= [ae () s
; g(e)n(e)de ; d527r2 -2 o (7.130)

Ez az egyenlet definidlja az elektrongaz kémiai potencialjat. Mar megvizsgéltuk,
hogy T — oo hémérsékleten a Fermi-gaz gy viselkedik, mint a Boltzmann-gdz,
azaz kémiai potencidlja p ~ —T InT szerint minusz végtelenhez tart.

Most is van olyan Ty homérséklet, amelyen a kémiai potencial zérussa valik,
wu(Ty) = 0:

Vo 72m\ /2
N=os (?> (KTy)¥? (7.131)
ahol
oo 1/2
- / 2~ 0.678. (7.132)
0o e#+1
A kémiai potencial
7y [ (AT VTN _TaLi Ny (7.13)
7 2mk \2-0.678 V) T 2Bmk\V ‘

hémérsékleten tiinik el. Erdemes 0sszehasonlitani ezt a hOmérsékletet azonos siirtiségii
idedlis Bose-, Boltzmann- és Fermi-gaz esetén:

TO s < TO tzm nn < TO Tmi- (7134)

A kT, energia fizikai jelentése mindig azonos: nagysdgrendileg egy V/N térfogatba
zart részecske alapdllapoti energidjaval egyezik meg.

Vizsgaljuk most meg T' — 0 esetén a kémiai potencidlt. Feltéve, hogy u
hatarozottan nagyobb marad zérusndl, amit majd az eredmény utélag igazol |,
wu/kT > 1 ebben az esetben. Ekkor meg lehet mutatni (1d. A. Fiiggelék), hogy a
zérus homérséklet kozelében:

u@yww)1—g<§%>, ha T — 0. (7.135)

A kémiai potencidl a (0) > 0 értékrél monoton csékken a novekvd hémérséklettel.

A kémiai potenciadl abszolut zérus fokon felvett értékének kozvetlen fizikai
jelentése van: megegyezik az in. Fermi-szint € energidjaval. A Fermi-szint az
az egyrészecske energia, amely alatt 7' = 0 homérsékleten az Osszes egyrészecske-
allapot be van toltve egy elektronnal és amely folott minden egyrészecske-dllapot
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iires. A Pauli-elv miatt egynél tobb részecske nem is tartézkodhat egy adott kvan-
tumallapotban! Mindezt leolvashatjuk a Fermi-Dirac-eloszlas T = 0 hémérsékleten
felvett alakjabol:

Ale, T =0) = lim g =

1 1, ha 0<e < pu(0)
0, ha u(0)<e ’

amelyet a 11. dbra szemléltet.

Figure 11:

Azok az egyrészecske-dllapotok, amelyek energidja kisebb mint az ¢ Fermi-
energia, az impulzustérben egy p = /2me sugari gombon, a Fermi-gombon
beliil foglalnak helyet. Ezen allapotok szdma pontosan megegyezik az N részecske-
szammal, mert 7" = 0 homérsékleten ezek és csak ezek az allapotok vannak betdltve.
Ezt fejezi ki a mar levezetett

2N)2/3 h2

e = p(0) = (37r = (7.136)

2m
Osszefiiggés. A Fermi-energia tehat a rendszer p siirtiségének 2/3-adik hatvanydval
no.

Ha a hémeérséklet novekedni kezd, akkor a betoOltési szamok a Fermi-szint
kozelében megvaltoznak. A kornyezet kT nagysagrendii energiaadagokkal tudja ger-
jeszteni a részecskéket. A Pauli-elv miatt azonban csak a Fermi-szint kézelében levo
elektronok gerjesztheték termikusan, mert a gerjesztési energia csak az 6 szamukra
elegend6 a Fermi-szint folotti betoltetlen dllapotok eléréséhez. Ezért a Fermi-szint
koriili kT szélességii intervallumban az eloszlds médosul a T = 0 esethez képest (1d.
12. ébra). A Fermi-szint alatti dllapotokbdl részecskék keriilnek a Fermi-szint folotti
allapotokba. fgy az atlagos betoltési szam 1 ald csokken a Fermi-szint alatt és zérus
f6lé né a Fermi-szint f616tt. Nyilvanvaléan n(e ) = 1/2.
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Figure 12:

A géaz alacsony homérsékletii, azaz elfajult mindaddig, amig T" <« T,. Azt
a homérsékletet, amely folott a Fermi-gdz kezdi megkozeliteni a Boltzmann-gaz
viselkedését, mar meghataroztuk. Most azonban kifejezhetjiik £7;-t a Fermi-energidval:

9 2/3
KTy — ( ) e me . (7.137)
30.678

Ez egytttal azt is jelenti, hogy idedlis Fermi-gdzban a Fermi-energia kb. megegyezik
egy V/N térfogatba zart részecske alapallapoti energidjaval.

Végezetiil szamoljuk ki abszolut zérus fokon a Fermi-gdz belsé energidjat és
nyomasat:

Vo2m\®3? e Voo2my®/?

U= galGr) [ oet=am(GE) St
21U 9 2m\ 3/2 5/2 N 5/3

v = v male) ) (7:139)

A Fermi-gdz kémiai potencidljanak és nyomdsidnak hdémérséklet-fiiggését dllandd
N/V slirliség esetén a 13. dbra szemlélteti.

7.4 ésszefoglalés

Belattuk, hogy az idedlis gazok viselkedése lényegesen eltérd alacsony, T < T és
magas, 7' > Ty hémérsékleten. k7T, az az energia, amellyel egy olyan részecske
rendelkezik alapéallapotban, amely egy akkora térfogati dobozba van bezdrva, mint
amekkora térfogat jut atlagosan a gaz egy részecskéjére. Fermi-gdz esetén ez kozeli-
tOleg megegyezik a Fermi-energiaval. Magas homérsékleten mind az ideélis Bose-gaz,
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Figure 13:

mind az idedlis Fermi-gaz klasszikus részecskék idedlis gazaként viselkedik. Ala-
csony homérsékleten az idedlis Bose-gdaz kémiai potencidlja zérus, mig a Fermi-
gazé a Fermi-energidaval egyezik meg. Azonos siriségi és homérsékletii idedlis
gazokat osszehasonlitva, a Bose-gdz nyomadsa kisebb, a Fermi-gdz nyomaésa pedig
nagyobb mint a klasszikus részecske-gazé. A bozonok esetében a nyomas csokkenést
az magyarazza, hogy egy, mar betoltott nivora a kovetkez6 részecske “szivesen”
helyezkedik el. Ugyanakkor a fermionok esetében a Pauli-elv miatt 1ép fel nyomaés
novekedés. Sajatos jelenség a Bose-kondenzicid, amely olyan bozongdzban 1ép fel,
amelyben a részecskeszdm megmaradé. A kondenzdcié azt jelenti, hogy 7" < Tj
hémérsékleten az egyrészecskés alapallapotot makroszkopikus szdmu részecske tolti
be.
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Vizsgaljuk most meg 7" — 0 esetén a kémiai potencialt. Feltéve, hogy u hatarozottan
nagyobb marad zérusnal, amit majd az eredmény utélagigazol , u/kT > 1 ebben
az esetben.

Az integrédlok, amelyek a kiilonb6z6 termodinamikai mennyiségekben fellépnek,

- / o + R (A1)
alakiak és p/kT > 1 esetén
7
N/ e)de + — kT)2 (1 )+%(1§T)4 ")+ (A.2)

alakkal kozelithetok. A reszecskeszém alacsony hémérsékleten a fenti kozelit6 képlet
segitségével (= £1/?)

Vor2m\3/2[2 2
N=— (= S (KT 24 A.
27r2<h2) l3“ T ] (A.3)
Innen
N 2/3 h2
T=0)=(3 2—) — A4
pr=0)=(3°7) " 5 (A4)
és
pu(T) ~ uw(T =0)+6u(T), ha T — 0. (A.5)
A 6p(T) korrekcidt az
Vo/2mN\3/2[2 w2 _
V=g (7)) |30 4 u0p oD + 0| )
kozelité képletbol kapjuk:
u(T) =~ (RT)P— (A7)
AT TR Loy '
fgy a zérus homérséklet kozelében
kT
T) ~ 1— ha T — 0. A8
TR S (A8)

A kémiai potencidl a p(0) > 0 értékrél monoton csékken a novekvd hémérséklettel.
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